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CỰC TRỊ HÀM HỢP VÀ HÀM LIÊN KẾT 
 
Dạng 1: Cực trị f(x), f(u),… biết các đồ thị không tham số (Không GTTĐ) 
Câu 1. Cho hàm số ݕ = ݕ có đồ thị như hình bên dưới. Hàm số (ݔ)݂ =  ?có bao nhiêu điểm cực trị (ଶݔ)݂

 
 A. 3. B. 2. C. 5. D. 4. 

Lời giải 
Chọn A 
Gọi ݔ = ܽ, với 1 < ܽ < 4 là điểm cực tiểu của hàm số ݕ =  (ݔ)݂
Từ đồ thị ta có bảng biến thiên của hàm số ݕ =  như sau (ݔ)݂

 
Ta có ݕ = ᇱݕ ⇒ (ଶݔ)݂ =  (ଶݔ)ᇱ݂.ݔ2

Cho ݕᇱ = 0 ⇔ ൤2ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ) = 0 ⇔ ൥

ݔ = 0
ଶݔ = 0
ଶݔ = ܽ

 ⇔ ൤ݔ = 0
ݔ = ±√ܽ

, với 1 < ܽ < 4 

Bảng biến thiên của hàm số ݕ =  (ଶݔ)݂

 
Vậy hàm số ݕ =  .có 3 cực trị (ଶݔ)݂
Câu 2. Cho hàm số bậc bốn ݕ =  .có đồ thị như hình bên (ݔ)݂
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Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ−)݂ +  là (ݔ2
 A. 5. B. 3. C. 7. D. 9. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2−) + 2)݂ᇱ(−ݔଶ +  .(ݔ2

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤−2ݔ + 2 = 0
݂ᇱ(−ݔଶ + (ݔ2 = 0 ⇔ ൦

ݔ = 1
ଶݔ− + ݔ2 = ܽ,ܽ ∈ (−2;−1)
ଶݔ− + ݔ2 = ܾ,ܾ ∈ (−1; 0)
ଶݔ− + ݔ2 = ܿ, ܿ ∈ (1; 2)

. 

Đặt ℎ(ݔ) = ଶݔ− +  .ݔ2
ℎᇱ(ݔ) = ݔ2− + 2. 
ℎᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ = 1. 
Bảng biến thiên: 

 
Từ bảng biến thiên, ta suy ra: 
+ Phương trình: −ݔଶ + ݔ2 = ܽ, ܽ ∈ (−2;−1): có 2 nghiệm đơn. 
+ Phương trình: −ݔଶ + ݔ2 = ܾ, ܾ ∈ (−1; 0): có 2 nghiệm đơn. 
+ Phương trình: −ݔଶ + ݔ2 = ܿ, ܿ ∈ (1; 2): vô nghiệm. 
Suy ra số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ−)݂ +  .là 5 (ݔ2
Câu 3. Cho hàm số ݕ = ݕ liên tục trên ℝ và có đồ thị như hình vẽ bên. Hỏi hàm số (ݔ)݂ = ݂൫݂(ݔ)൯ có 
bao nhiêu điểm cực trị? 
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 A. 6. B. 8. C. 7. D. 9. 

Lời giải 
Chon D 

Ta có: ݕᇱ = ݂ᇱ(ݔ).݂ᇱ൫݂(ݔ)൯ ⇒ ᇱݕ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ).݂ᇱ൫݂(ݔ)൯ = 0 ⇔ ቈ
݂ᇱ(ݔ) = 0
݂ᇱ൫݂(ݔ)൯ = 0. 

Lại có ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൥
ݔ = ܽ ∈ (1; 2)
ݔ = 2
ݔ = ܾ ∈ (2; 3)

; ݂ᇱ൫݂(ݔ)൯ = 0 ⇔ ቎
(ݔ)݂ = ܽ ∈ (1; 2)
(ݔ)݂ = 2
(ݔ)݂ = ܾ ∈ (2; 3)

. 

Quan sát đồ thị ta thấy phương trình݂(ݔ) = (ݔ)݂;ܽ = (ݔ)݂;2 = ܾ có tổng tất cả 6 nghiệm phân biệt khác 
các nghiệmݔ = ݔ ;ܽ = ݔ ;2 = ܾ. Từ đó suy ra phương trình ݕᇱ = 0 có 9 nghiệm đơn phân biệt. Suy ra 
hàm số đã cho có 9 điểm cực trị. 
Câu 4. Cho hàm số ݂(ݔ) = ଷݔܽ + ଶݔܾ + ݔܿ + ݀ có đồ thị như hình bên dưới. 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ଶݔ2−)݂ +  là (ݔ4

 A. 3. B. 4. C. 2. D. 5. 

Lời giải 
Chọn D 
Quan sát đồ thị ݂(ݔ), hàm số có hai điểm cực trị ݔ = ݔ ;2− = 0 vì vậy ݂ᇱ(ݔ) = ଶݔ3ܽ + ݔ2ܾ + ܿcó hai 
nghiệm ݔ = ݔ ;2− = 0 nên ݂ᇱ(ݔ) = ݔ)3ܽ +  .ݔ(2
Ta có: 

ᇱݕ = ݔ4−) + 4)݂ᇱ(−2ݔଶ + (ݔ4 = ݔ4−)3ܽ + ଶݔ2−)(4 + ଶݔ2−)(ݔ4 + ݔ4 + 2) 
ᇱݕ = ݔ)ݔ48ܽ− − ݔ)(2 − ଶݔ)(1 − ݔ2 − 1) đổi dấu khi qua các điểm ݔ = ݔ ;0 = ݔ ;2 = ݔ ;1 = 1 ± √2. 
Vậy hàm số đã cho có 5 điểm cực trị. 

Câu 5. Cho hàm số ݕ = ݕ trên tập số thực ℝ. Đồ thị hàm số (ݔ)xác định và có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) 
cho như hình vẽ bên. 
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Hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ + ݔ + 2) có điểm cực đại là: 
 A. ݔ = 1. B. ݔ = − ଵ

ଶ
. C. ݔ = ଵ

ଶ
. D. ݔ = −2. 

Lời giải 
Chọn B 
݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) + 1)݂ᇱ(ݔଶ + ݔ + 2). 
Câu 9. Cho hàm số bậc ba ݕ =  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Tìm số điểm cực trị của hàm số (ݔ)݂
(ݔ)݃ = ଶݔ−)݂ +  .(ݔ3

 
 A. 5. B. 4. C. 6. D. 3. 

Lời giải 
Chọn A 
݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ−) + ଶݔ−)ᇱ.݂ᇱ(ݔ3 + (ݔ3 = ݔ2−) + 3)݂ᇱ(−ݔଶ +  .(ݔ3

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ2−) + 3)݂ᇱ(−ݔଶ + (ݔ3 = 0 ⇔ ൤−2ݔ + 3 = 0
݂ᇱ(−ݔଶ + (ݔ3 = 0 ⇔ ቈ

ݔ = ଷ
ଶ

݂ᇱ(−ݔଶ + (ݔ3 = 0
 

Xét phương trình ݂ᇱ(−ݔଶ + (ݔ3 = 0. Dựa vào đồ thị hàm số ݕ = ଶݔ−)ta thấy ݂ᇱ ,(ݔ)݂ + (ݔ3 = 0 ⇔

൤−ݔ
ଶ + ݔ3 = 0

ଶݔ− + ݔ3 = −2
⇔ ൥

ݔ = 0
ݔ = 3
ଶݔ− + ݔ3 + 2 = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 3
ݔ = ଷା√ଵ଻

ଶ

ݔ = ଷି√ଵ଻
ଶ

. 

Bảng biến thiên hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ−)݂ +  .(ݔ3
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Nhìn vào bảng biến thiên, ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 5 nghiệm phân biệt và ݃ᇱ(ݔ) đổi dấu khi qua các nghiệm này nên 
hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ−)݂ +  .có 5 điểm cực trị (ݔ3
Câu 10. Cho hàm số ݕ = ݕ trên ℝ và đồ thị của hàm số (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ. Hàm 
số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − ݔ2 − 1) đạt cực đại tại giá trị nào sau đây? 

 
 A. ݔ = 2. B. ݔ = 0. C. ݔ = −1. D. ݔ = 1. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − 2).݂ᇱ(ݔଶ − ݔ2 − 1). Cho ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 − 1 = −1
ଶݔ − ݔ2 − 1 = 2

⇔ ൦

ݔ = 0
ݔ = ±1
ݔ = 2
ݔ = 3

 

Ta có bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy hàm số đạt cực đại tại ݔ = 1. 



  ST&BS: Th.S Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                        Ôn thi TN THPT 2020 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                          Trang 7    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
 

Câu 11. Cho hàm số ݕ = có đạo hàm liên tục trên ℝ và ݂(0) (ݔ)݂ < 0, đồng thời đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) 
như hình vẽ bên dưới 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ݂ଶ(ݔ) là 
 A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị, ta có ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤ ݔ = −2
ݔ = 1(݊଴ ݇é݌). 

Bảng biến thiên của hàm số ݕ =  (ݔ)݂

 

Xét ݃ᇱ(ݔ) = 2݂ᇱ(ݔ)݂(ݔ);  ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤݂
ᇱ(ݔ) = 0
(ݔ)݂ = 0 ↔

 theo BBT ௙(௫) 
൦

ݔ = −2
ݔ = 1 (nghi�m kép)
ݔ = ܽ(ܽ < −2)
ݔ = ܾ(ܾ > 0)

. 

Suy hàm g(x) = 0 có 3 nghiệm đơn. 
Vậy hàm số ݃(ݔ) có 3 điểm cực trị. 
Chú ý: Dấu của ݃ᇱ(ݔ) được xác định như sau: Ví dụ chọn ݔ = 0 ∈ (−1;ܾ) 

 ݔ = 0 →
 theo đó thì ௙ᇱ(௫) 

݂ᇱ(0) > 0. (1) 
 Theo giả thiết ݂(0) < 0. (2) 
Từ (1) và (2), suy ra ݃ᇱ(0) < 0 trên khoảng (−1;ܾ). 
Nhận thấy ݔ = −2; ݔ  = ܽ; ݔ  = ܾ là các nghiệm đơn nên ݃ᇱ(ݔ) đổi dấu khi qua các nghiệm này. Nghiệm 
ݔ = 1 là nghiệm kép nên ݃ᇱ(ݔ) không đổi dấu khi qua nghiệm này. 

Câu 13. Cho hàm số ݕ = ݕ Biết rằng hàm số .(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)liên tục trên ℝvà có đồ thị như hình vẽ bên. 
Hỏi hàm số ݕ = ݂(5 −  ?ଶ)có bao nhiêu điểm cực trịݔ

 

y=0
f(-2) f(0)

++ +- 00
+∞10-2-∞

f

f'
x
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 A. 7. B.  9. C.  4. D.  3. 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có ݕᇱ = −ᇱ(5݂ݔ2− (ଶݔ ⇔ ൦

ݔ = 0
5 − ଶݔ = −4
5 − ଶݔ = 1
5 − ଶݔ = 4

⇔ ൦

ݔ = 0
ݔ = ±3
ݔ = ±2
ݔ = ±1

. 

Ta có BBT 

 
⇒hàm số ݕ = ݂(5−  .ଶ)có 7điểm cực trịݔ
Câu 16. Cho hàm số ݕ = ݕ Hàm số .(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị trên một khoảng ܭ như hình vẽ bên. 

 
Trong các khẳng định sau, có tất cả bao nhiêu khẳng định đúng ? 
ݕ hàm số ,ܭ Trên .(ܫ) =  .có hai điểm cực trị (ݔ)݂
ݕ Hàm số .(ܫܫ) =  .ଷݔ đạt cực đại tại (ݔ)݂
ݕ Hàm số .(ܫܫܫ) =  .ଵݔ đạt cực tiểu tại (ݔ)݂
 A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 

Lời giải 
Chọn D 
Dựa vào đồ thị của hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ), ta có bảng xét dấu: 

 
Như vậy: trên ܭ, hàm số ݕ =  ଷ không phải là điểmݔ ,ଶݔ ଵ và điểm cực đại làݔ có điểm cực tiểu là (ݔ)݂
cực trị của hàm số. 
Câu 17. Cho hàm số ݕ =  .liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ (ݔ)݂
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Hỏi hàm số ݕ =  ݂൫݂(ݔ)൯ có bao nhiêu điểm cực trị ? 
 A. 7 B.  9 C.  6 D.  8 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ݕ′ =  ݂′൫݂(ݔ)൯.݂′(ݔ) 

Suy ra 0=' ݕ ⇔ ൤݂′(ݔ) = 0(1)
((ݔ)݂)′݂ = 0(2) 

Dựa vào đồ thị trên ta thấy 
+ có 3 nghiệm phân biệt ݔଵ < ଶݔ = 2 < ଷݔ < 3

 

+ ⇔ ቎
(ݔ)݂ = ଵݔ ∈ (1; 2)
(ݔ)݂ = ଶݔ = 2
(ݔ)݂ = ଷݔ ∈ (2; 3)

. 

Phương trình ݂(ݔ) = ଵݔ ∈ (1; 2) có 2 nghiệm đơn phân biệt 
Phương trình ݂(ݔ) = 2có 2 nghiệm đơn phân biệt 
Phương trình ݂(ݔ) = ଷݔ ∈ (2; 3) có 2 nghiệm đơn phân biệt. 
Vậy hàm số đã cho có 9 cực trị. 
Câu 18. Cho hàm số ݂(ݔ) xác định trên ℝ và có đồ thị ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ. Hàm số ݕ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + 1) có 
mấy điểm cực trị 

 
 A. 5. B. 4. C. 3. D. 2 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݕ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + 1) ⇒ ᇱݕ = ݔ2) − 4).݂ᇱ(ݔଶ − ݔ4 + 1). 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤2ݔ − 4 = 0
݂ᇱ(ݔଶ − ݔ4 + 1) = 0 ⇔ ൥

ݔ = 2
ଶݔ − ݔ4 + 1 = −2
ଶݔ − ݔ4 + 1 = 1

⇔ ൥
ݔ = 2
ݔ = 1; ݔ = 3
ݔ = 0; ݔ = 4

. 

Quan sát đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) ta có ݂ᇱ(ݔ) đổi dấu qua ݔ = 1 nên hàm số ݕ = ݔ có một cực trị tại (ݔ)݂ =
1. 

2 1 x

y

O
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Mà ݔ = ݔ ,1 = 3 là nghiệm kép, còn các nghiệm còn lại là nghiệm đơn nên hàm số ݕ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + 1) 
có 3 cực trị. 
Câu 19. Cho hàm số bậc năm ݕ = ݕ có đồ thị (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số 
(ݔ)݃ = ଷݔ)݂ +  ଶ) làݔ3

 
 A. 4. B.  7. C.  6. D.  11. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) + ଷݔ)ᇱ݂.(ݔ6 +  .(ଶݔ3

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤3ݔ
ଶ + ݔ6 = 0

݂ᇱ(ݔଷ + (ଶݔ3 = 0. 

�Phương trình 
ଶݔ3 + ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0

ݔ = −2. 
�Phương trình 

݂ᇱ(ݔଷ + (ଶݔ3 = 0 ⇔ ൦
ଷݔ + ଶݔ3 = ܽ < 0
ଷݔ + ଶݔ3 = 0
ଷݔ + ଶݔ3 = 4
ଷݔ + ଷݔ3 = ܾ > 4

. 

Ta thấy: ݔଷ + ଶݔ3 = 0 ⇔ ݔ)ଶݔ + 3) = 0 ⇔ ݔ = ݔ;0 = −3 
Và ݔଷ + ଶݔ3 = 4 ⇔ ݔ) − ݔ)(1 + 2)ଶ = 0 ⇔ ݔ = ݔ;1 = −2. 
Hàm số ℎ(ݔ) = ଷݔ + (ݔ)ଶ có ℎᇱݔ3 = ଶݔ3 + ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0

ݔ = −2. 
Bảng biến thiên của hàm ℎ(ݔ): 

 
Dựa vào bảng biên thiên của hàm ℎ(ݔ), ta có 
Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ܽ < 0 có duy nhất một nghiệm ݔଵ < −3. 
Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ܾ > 4 có duy nhất một nghiệm ݔଶ > 1. 
Do đó, phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0 có bốn nghiệm đơn phân biệt và hai nghiệm bội ba nên hàm số ݕ =  (ݔ)݃
có 6 điểm cực trị. 
Câu 22. Cho hàm số ݕ =  có đạo hàm trên ℝ và có đồ thị là đường cong như hình vẽ (ݔ)݂
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Đặt ݃(ݔ) = 3݂൫݂(ݔ)൯+ 4. Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) là 
 A. 2. B.  8. C.  10. D.  6. 

Lời giải 
Chọn B 

 
݃ᇱ(ݔ) = 3݂ᇱ൫݂(ݔ)൯.݂ᇱ(ݔ). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ 3݂ᇱ൫݂(ݔ)൯.݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቈ݂
ᇱ൫݂(ݔ)൯ = 0
݂ᇱ(ݔ) = 0

⇔ ൦

(ݔ)݂ = 0
(ݔ)݂ = ܽ
ݔ = 0
ݔ = ܽ

, (2 < ܽ < 3). 

(ݔ)݂ = 0 có 3 nghiệm đơn phân biệt ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ khác 0 và ܽ. 
Vì 2 < ܽ < 3 nên݂(ݔ) = ܽ có 3 nghiệm đơn phân biệt ݔସ, ݔହ, ݔ଺ khác ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, 0, ܽ. 
Suy ra ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 8 nghiệm đơn phân biệt. 
Do đó hàm số ݃(ݔ) = 3݂൫݂(ݔ)൯+ 4 có 8 điểm cực trị. 
Câu 24. Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm trên tập ℝ. Hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình bên. Hàm số 
ݕ = ݂(1−  ଶ) đạt cực đại tại các điểmݔ

 
 A. ݔ = −1. B. ݔ = 3. C. ݔ = 0. D. ݔ = ±√2. 

Lời giải 
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Chọn D 

Ta có ݕᇱ = −ᇱ(1݂ݔ2− ᇱݕ ଶ), choݔ = 0 −ᇱ(1݂ݔ2−⇔ (ଶݔ = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
1 − ଶݔ = −1
1 − ଶݔ = 3

⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = ±√2
ଶݔ = −2(݈)

. 

Bảng xét dấu của ݕᇱ: 

 
Dựa vào bảng xét dấu, ta thấy hàm số đạt cực đại tại ݔ = ±√2. 
Câu 26. Cho hàm số bậc bốn ݕ =  .có đồ thị như hình bên dưới (ݔ)݂

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ − ଶݔ3 + 2) là 
 A. 5. B. 3. C. 7. D. 11. 

Lời giải 
Chọn C 

Từ đồ thị hàm số ݕ = (ݔ)ta suy ra ݂ᇱ (ݔ)݂ = 0 ⇔ ൥
ݔ = ܽ < −2
ݔ = ܾ ∈ (−2; 2)
ݔ = ܿ > 2

. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ − ଶݔ3 + 2). 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) − ଷݔ)ᇱ݂(ݔ6 − ଶݔ3 + 2). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤3ݔ
ଶ − ݔ6 = 0

݂ᇱ(ݔଷ − ଶݔ3 + 2) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 0 ∨ ݔ = 2
ଷݔ − ଶݔ3 + 2 = ܽ < −2   (1)
ଷݔ − ଶݔ3 + 2 = ܾ ∈ (−2; 2)  (2)
ଷݔ − ଶݔ3 + 2 = ܿ > 2    (3)

 

Xét hàm số ℎ(ݔ) = ଷݔ − ଶݔ3 + 2. 
Ta có ℎᇱ(ݔ) = ଶݔ3 −  .ݔ6

ℎᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = 2. 

Bảng biến thiên của hàm số ℎ(ݔ) như sau: 

 
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy: 
Phương trình (1) có 1 nghiệm ݔଵ < 0. 
Phương trình (2) có 3 nghiệm ݔଶ < 0, 0 < ଷݔ < ସݔ ,2 > 2. 

+ - + -000

20- 2

y'

x



  ST&BS: Th.S Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                        Ôn thi TN THPT 2020 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                          Trang 13    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
 

Phương trình (3) có 1 nghiệm ݔହ > 2. 
Mặt khác, các nghiệm này không trùng nhau. 
Vậy phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 7 nghiệm đơn. Suy ra hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ − ଶݔ3 + 2) có 7 điểm cực 
trị. 
Câu 27. Cho hàm sốݕ = ݕxác định và liên tục trênℝ, có đồ thị hàm số(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)như hình vẽ. 

 
Hỏi hàm số ݕ = ݂൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯ có bao nhiêu điểm cực đại trên khoảng (−2ߨ;  ?(ߨ2 
 A. 4. B. 1. C. 3. D. 7. 

Lời giải 
ChọnC 
Từ đồ thị của hàn số ݕ = ݂ᇱ(ݔ), ta có bảng biến thiên của hàm số ݕ =  như sau (ݔ)݂

 
Xét hàm số ݃(ݔ) = ݂൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯. 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = ൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯

ᇱ
.݂ᇱ൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯ = ௖௢௦ ௫

ଶ√ଵା௦௜௡ ௫
݂ᇱ൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯. 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൝൤
ݏ݋ܿ ݔ = 0
݂ᇱ൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯ = 0
݊݅ݏ ݔ ≠ −1

. 

�ቄܿݏ݋ ݔ = 0
݊݅ݏ ݔ ≠ −1 ⇔ ൝

ݔ = గ
ଶ

+ ߨ݇

ݔ ≠ − గ
ଶ

+ ߨ2݇
⇔ ݔ = గ

ଶ
+  .ߨ2݇

�൜݂
ᇱ൫√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1൯ = 0
݊݅ݏ ݔ ≠ −1

⇔

⎩
⎨

⎧
቎
√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1 = −1
√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1 = 0
√1 + ݊݅ݏ ݔ − 1 = 2
݊݅ݏ ݔ ≠ −1

⇔ ൞൥
݊݅ݏ ݔ = (݅ܽ݋݈) 1−
݊݅ݏ ݔ = 0
݊݅ݏ ݔ = (݅ܽ݋݈) 8
݊݅ݏ ݔ ≠ −1

 

⇔ ݊݅ݏ ݔ = 0 ⇔ ݔ =  .ߨ݇
Vì ݔ ∈ ∋ ;ߨ2−) (ݔ)nên ta có các nghiệm thỏa mãn ݃ᇱ (ߨ2 = 0là 

ଵݔ = −
ߨ3
2 ; ଶݔ = ଷݔ;ߨ− = ସݔ ;0 =

ߨ
2 ହݔ ; =  .ߨ

Bảng biến thiên của hàm số ݕ = ;ߨtrên khoảng (−2 (ݔ)݃  (ߨ2 
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Từ đó suy ra hàm số ݕ =  .có 3 điểm cực đại (ݔ)݃
Câu 28. Cho hàm số bậc bốn ݕ = (ݔ)݃ có đồ thị như hình dưới. Số điểm cực trị của hàm số(ݔ)݂ =
ସݔ)݂ − ଶݔ8 + 1) là 

 
 A. 5. B. 3. C. 9. D. 11 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: ݃ᇱ (ݔ) = ଷݔ4) − ସݔ)݂(ݔ16 − ଶݔ8 + 1) 

⇒ ݃ᇱ (ݔ) = 0 ⇔ ଷݔ4) − ସݔ)݂(ݔ16 − ଶݔ8 + 1) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = ±2
݂ᇱ ସݔ) − ଶݔ8 + 1) = 0(1)

 Đặt ݐ = ସݔ − ଶݔ8 + 1. Khi đó(1) trở thành ݂ᇱ (ݐ) = 0 
Dựa vào đồ thị hàm số trên suy ra hàm số ݕ = ⇒có 3 cực trị(ݐ)݂ ݂ᇱ (ݐ) = 0có 3 nghiệm đơn 
,ଵݐ ,ଶݐ ଵݐ)ଷݐ < ଶݐ < ଵݐ ଷ). Vớiݐ < −15; −15 < ଶݐ < ଷݐ ;1 > 1 

Xét hàm số ݕ = ସݔ − ଶݔ8 + 1 ⇒ ᇱݕ = ଷݔ4 − ݔ16 ⇒ ᇱݕ = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = ±2 

BBT: 

 
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy 
Ứng với nghiệm ݐଵ < −15ta không nhận được nghiệm ݔ nào, −15 < ଶݐ < 1ta được 4 nghiệm ݐ,ݔଷ > 1 ta 
được 2 nghiệm ݔ suy ra phương trình (1)có 6 nghiệm đơn 
Vậy ݃ᇱ (ݔ) = 0có 9 nghiệm đơn ⇒hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ +  ଶ)có 9 điểm cực trịݔ3
Câu 29. Cho hàm số ݕ = ܦ có tập xác định là (ݔ)݂ = ℝ và có đồ thị như hình vẽ bên dưới, đạo hàm xác 
định trên ℝ. Hỏi hàm số ݕ = ݂൫݂(ݔଶ − 1)൯ có bao nhiêu điểm cực trị? 
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 A. 13. B. 12. C. 15. D. 11. 

Lời giải 
Chọn A 
Xét hàm số: ݕ = (ݔ)݃ = ݂൫݂(ݔଶ − 1)൯ ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ)ᇱ݂.ݔ2 − 1).݂ᇱ൫݂(ݔଶ − 1)൯. 

݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ)ᇱ݂.ݔ2 − 1).݂ᇱ൫݂(ݔଶ − 1)൯ = 0 ⇔ ቎
ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ − 1) = 0(1)
݂ᇱ൫݂(ݔଶ − 1)൯ = 0(2)

. 

Với phương trình (1), ta có: ݂ᇱ(ݔଶ − 1) = 0 ⇔ ൥
ଶݔ − 1 = −1
ଶݔ − 1 = 1
ଶݔ − 1 = 2

⇔ ቎
ଶݔ = 0
ݔ = ±√2
ݔ = ±√3

. 

Với phương trình (2), ta có: ݂ᇱ൫݂(ݔଶ − 1)൯ = 0 ⇔ ቎
ଶݔ)݂ − 1) = −1(3)
ଶݔ)݂ − 1) = 1(4)
ଶݔ)݂ − 1) = 2(5)

. 

Với phương trình (3) ݂(ݔଶ − 1) = −1 ⇔ ൥
ଶݔ − 1 = 2
ଶݔ − 1 = ܽ ∈ (−1; 0)
ଶݔ − 1 = ܾ < −1

⇔ ቎
ݔ = ±√3
ݔ = ±√1 + ܽ
ଶݔ = ܾ + 1 < 0

. 

Với phương trình (4) ݂(ݔଶ − 1) = 1 ⇔ ൦

ଶݔ − 1 = ܿ < −1
ଶݔ − 1 = ݀ ∈ (0; 1)
ଶݔ − 1 = ݃ ∈ (1; 2)
ଶݔ − 1 = ℎ > 2

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡

ଶ = ܿ + 1 < 0
ݔ = ±√1 + ݀
ݔ = ±ඥ1 + ݃
ݔ = ±√1 + ℎ

. 

Với phương trình (5) ݂(ݔଶ − 1) = 2 ⇔ ൥
ଶݔ − 1 = 1
ଶݔ − 1 = ݇ < −1
ଶݔ − 1 = ݈ > 2

⇔ ൥
ଶݔ = 0
ଶݔ = ݇ + 1 < 0
ݔ = ±√1 + ݈

. 

Vậy ݔ = ݔ ;0 = ±√2; ±√1 + ܽ; ±√1 + ݀; ±ඥ1 + ݃; ±√1 + ℎ; ±√1 + ݈ là các điểm cực trị. 

Câu 30. Cho hàm số ݕ = ݕ Đồ thị hàm số .(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như hình bên dưới 
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Hàm số ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ + ݔ4 + 3൯ có bao nhiêu điểm cực trị? 

 A. 5. B. 3. C. 2. D. 7. 

Lời giải 

Chọn A 

Dựa vào đồ thị ta có bảng biến thiên của hàm số ݕ =  .(ݔ)݂

 

Ta có ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ + ݔ4 + 3൯ ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ௫ାଶ
√௫మାସ௫ାଷ

. ݂ᇱ൫√ݔଶ + ݔ4 + 3൯. 

Cho ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤
ݔ + 2 = 0
݂ᇱ൫√ݔଶ + ݔ2 + 2൯ = 0 

⇔ ቎
ݔ + 1 = 0
ඥݔଶ + ݔ4 + 3 = 1
ඥݔଶ + ݔ4 + 3 = 3

⇔ ൥
ݔ + 1 = 0
ଶݔ + ݔ4 + 2 = 0
ଶݔ + ݔ4 − 6 = 0

⇔ ቎
ݔ = −1
ݔ = −2 ± √2
ݔ = −2 ± √10

 

Vì ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 5 nghiệm bội lẻ nên hàm số ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ + ݔ4 + 3൯ có 5 điểm cực trị. 

Câu 33. Cho hàm số bậc bốn ݕ = ݃ có đồ thị như hình vẽ bên. Hàm số(ݔ)݂ (ݔ) = ଷݔ)݂ +  ଶ) có bao nhiêuݔ
điểm cực trị? 

 
 A. 5. B. 11. C. 4. D. 6. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݃′(ݔ) = ଶݔ3) + ଷݔ)′݂(ݔ2 +  (ଶݔ

(ݔ)′݃ = 0 ⇔ ଶݔ3) + ଷݔ)′݂(ݔ2 + (ଶݔ = 0 ⇒ ൤ ଶݔ3 + ݔ2 = 0(ܽ)
ଷݔ)′݂ + (ଶݔ = 0(ܾ)

 

(ܽ) ⇔ ൥
ଵݔ = 0

ଶݔ = −
2
3
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Từ đồ thị ta có: 

(ܾ) ⇔

⎣
⎢
⎢
⎡ ଷݔ + ଶݔ =

1
3 (1)

ଷݔ + ଶݔ = 1(2)
ଷݔ + ଶݔ ≈ 2,5(3)

 

Ta thấy các phương trình (1), (2), (3) đều có một nghiệm thực đơn không trùng nhau và đều không trùng 
nghiệm ݔଵ, (ݔ)′݃ ଶ. Vậy phương trìnhݔ = 0 có 5 nghiệm thực đơn phân biệt do đó hàm số ݃(ݔ)có 5 cực 
trị. 
Câu 34. Cho hàm số ݕ =  .liên tục trên ℝ, có 3 cực trị và có đồ thị như hình vẽ (ݔ)݂

 
Tìm số cực trị của hàm số ݕ = ݂ ቀ ଵ

(௫ିଵ)మ
ቁ 

 A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 
Lời giải 

Chọn D 

 
Tập xác định: ܦ = ℝ\{1}. 

ᇱݕ =
−1

ݔ)3 − 1)ଶ . ݂ᇱ ൬
1

ݔ) − 1)ଶ൰. 

ᇱݕ = 0 ⇔
−1

ݔ)3 − 1)ଶ . ݂ᇱ ൬
1

ݔ) − 1)ଶ൰ = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1
ݔ) − 1)ଶ = ଵݔ < 0 (VN)

1
ݔ) − 1)ଶ = 0 (VN)

1
ݔ) − 1)ଶ = ଶݔ > 0

⇔ ݔ = 1 ±
1
ଶݔ√

 

Cho ܽ > 1 +
1
ଶݔ√

⇒ ܾ =
1

(ܽ − 1)ଶ >  ଶݔ
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(ܽ)ᇱݕ =
−1

3(ܽ − 1)ଶ . ݂ᇱ ൬
1

(ܽ − 1)ଶ൰ =
−1

3(ܽ − 1)ଶ . ݂ᇱ(ܾ) < 0. 

Ta có bảng biến thiên: 

 
Dựa vào BBT ta có hàm số có 2 điểm cực trị. 
Câu 37. Cho hàm số bậc bốn ݕ =  .có đồ thị như hình bên(ݔ)݂

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ−)݂ − ଶݔ3 + 4)là 
 A. 5. B.  3. C.  7. D.  11. 

Lời giải 
Chọn C 
+) Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3)− + ଷݔ−)ᇱ݂(ݔ6 − ଶݔ3 + 4). 

nên ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤3ݔ
ଶ + ݔ6 = 0

݂ᇱ(−ݔଷ − ଶݔ3 + 4) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
ݔ⎡ = 0; ݔ = −2(1)
ଷݔ + ଶݔ3 = 4 − ܽ,ܽ < 0(2)
ଷݔ + ଶݔ3 = 4 − ܾ, 0 < ܾ < 4(3)
ଷݔ + ଶݔ3 = 4 − ܿ, ܿ > 4(4)

 

+) Ta có (1)có hai nghiệm đơn là ݔଵ = 0, ଶݔ = −2. 
+) Xét hàm số ݕ = ଷݔ + (ݔ)ᇱݕ ଶcóݔ3 = ଶݔ3 + ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0

ݔ = −2. 
BBT: 

 
Dựa vào bảng biến thiên ta nhận thấy: 
+ Phương trình (2)có một nghiệm duy nhất là ݔଷ > 1. 
+ Phương trình (3)có ba nghiệm phân biệt là −3 < ସݔ < −2 < ହݔ < 0 < ଺ݔ < 1. 
+ Phương trình (4)có một nghiệm duy nhát là ݔ଻ < −3. 
Vậy ݃ᇱ(ݔ) = 0có 7nghiệm lặp bội lẻ do đó hàm số ݃(ݔ)có 7điểm cực trị 
Câu 38. Cho hàm số ݕ = ;liên tục và có đạo hàm trên [0(ݔ)݂ 6]. Đồ thị của hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ)trên đoạn [0
; 6]được cho bởi hình bên dưới. Hỏi hàm số ݕ = ଶ[(ݔ)݂] + 2019có tối đa bao nhiêu điểm cực trị trên đoạn 
[0; 6]. 
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 A. 7. B.  6. C.  4. D.  3. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ݕᇱ = ᇱݕ;(ݔ)ᇱ݂(ݔ)2݂ = 0 ⇔ ൤݂
(ݔ) = 0
݂ᇱ(ݔ) = 0. 

Từ đồ thị của hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ)trên đoạn [0; 6]suy ra ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 1
ݔ = 3
ݔ = 5

. 

Bảng biến thiên của hàm số ݕ = ;trên đoạn [0(ݔ)݂ 6]: 

 
Từ bảng biến thiên suy ra phương trình ݂(ݔ) = 0có tối đa 4 nghiệm phân biệt trong [0; 6]là ݔଵ ∈ (0; 1), 
ଶݔ ∈ (1; ଷݔ ,(3 ∈ (3; ସݔ ,(5 ∈ (5; 6). 
Vậy hàm số ݕ = ଶ[(ݔ)݂] + 2019có tối đa 7 điểm cực trị trên đoạn [0; 6]. 
Câu 41. Cho hàm số ݕ = ݕ liên tục trên ℝ và đồ thị hàm số (ݔ)݂ =  .như hình vẽ (ݔ)݂

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ = 2020௙(௙(௫)ିଵ) là 
 A. 13. B. 12. C. 10. D. 14. 

Lời giải 
Chọn B 
Xét hàm số: ݃(ݔ) = 2020௙(௙(௫)ିଵ). Ta có: 

݃ᇱ(ݔ) = 2020௙(௙(௫)ିଵ) . ݈݊ 2 020. (ݔ)݂)݂] − 1)]ᇱ = ݂ᇱ(ݔ).݂ᇱ(݂(ݔ) − 1). 2020௙(௙(௫)ିଵ). ݈݊ 2 020. 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤݂
ᇱ(ݔ) = 0(1)
݂ᇱ(݂(ݔ) − 1) = 0(2) 
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Từ đồ thị hàm số ݕ = ܵ ta thấy (1) có tập nghiệm (ݔ)݂ = {−1; 1; 3; 6}, các nghiệm này đều là nghiệm bội 
lẻ. 

݂ᇱ(݂(ݔ) − 1) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎡݂

−(ݔ) 1 = −1
−(ݔ)݂ 1 = 1
−(ݔ)݂ 1 = 3
−(ݔ)݂ 1 = 6

⇔

⎣
⎢
⎢
⎡݂

(ݔ) = 0(3)
(ݔ)݂ = 2(4)
(ݔ)݂ = 4(5)
(ݔ)݂ = 7(6)

 

(3) có 1 nghiệm đơn không thuộc ܵ và 1 nghiệm bội chẵn ݔ = 3. 
(4) có 5 nghiệm đơn phân biệt không thuộc ܵ. 
(5) có 1 nghiệm đơn không thuộc ܵvà 1 nghiệm bội chẵn ݔ = 6. 
(6) có 1 nghiệm đơn không thuộc ܵ. 
Chú ý rằng các nghiệm của (3), (4), (5), (6) là khác nhau nên từ các nhận xét trên suy ra phương trình 
݃ᇱ(ݔ) = 0 có tất cả 12 nghiệm, các nghiệm này đều là nghiệm đơn và nghiệm bội lẻ. Do đó số điểm cực 
trị của hàm số ݕ = 2020௙(௙(௫)ିଵ) là 12. 
Câu 42. Cho hàm số ݕ = (ݔ)݃ như hình vẽ. Hàm số (ݔ)݂ xác định trên ℝ, có đồ thị (ݔ)݂ = ଷݔ)݂ +  đạt (ݔ
cực tiểu tại điểm ݔ௢. Giá trị của ݔ௢ thuộc khoảng nào sau đây? 

 
 A. (1; 3). B. (−1; 1). C. (0; 2). D. (3; +∞). 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔଷ + .(ݔ ଶݔ3) + 1) 

Cho:  
 

   

2

3

3 1 0 1
0

0 2

        

  

x
g x

f x x

  
  

  
 

Dễ thấy (1) vô nghiệm. 
Từ đồ thị hàm số ݕ = (ݔ)ta thấy ݂ᇱ (ݔ)݂ = 0 ⇔ ቂݔ = 0

ݔ = 2. 

Vậy (2) ⇔ ൤ݔ
ଷ + ݔ = 0
ଷݔ + ݔ = 2

⇔ ൤ݔ
ଶݔ) + 1) = 0

ݔ) − ଶݔ)(1 + ݔ + 2) = 0
⇔ ቂݔ = 0

ݔ = 1 

Với ݔ < 0, ta có:ݔଷ + ݔ < 0 ⇒ ݂ᇱ(ݔଷ + (ݔ < 0 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) < 0. 
Với 0 < ݔ < 1, ta có: 0 < ଷݔ + ݔ < 2 ⇒ ݂ᇱ(ݔଷ + (ݔ > 0 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) > 0. 
Với ݔ > 1, ta có: ݔଷ + ݔ > 2 ⇒ ݂ᇱ(ݔଷ + (ݔ < 0 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) < 0. 
Vậy ta có bảng biến thiên của hàm ݃(ݔ) như sau: 
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Vậy hàm số ݃(ݔ) đạt cực tiểu tại điểm ݔ௢ = 0 ∈ (−1; 1). 
Câu 43. Cho hàm số ݕ = ݕ có đồ thị như hình vẽ. Biết tất cả các điểm cực trị của hàm số (ݔ)݂ =  là (ݔ)݂
−2; 0; 2;ܽ; 6 với 4 < ܽ < 6. Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ଺ݔ)݂ −  ଶ) làݔ3

 
 A. 11. B. 8. C. 9. D. 7. 

Lời giải 
Chọn A 
Lưu ý: Số điểm cực trị của hàm số đa thức liên tục trên ℝ là số nghiệm đơn hoặc nghiệm bội bậc lẻ của 
phương trình ݕᇱ = 0 
Ta có: ݕᇱ = ହݔ6) − ଺ݔ)ᇱ݂.(ݔ6 −  (ଶݔ3

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤6ݔ
ହ − ݔ6 = 0(1)

݂ᇱ(ݔ଺ − (ଶݔ3 = 0(2). 

(1) ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = ±1. 

(2) ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡

଺ − ଶݔ3 = −2
଺ݔ − ଶݔ3 = 0
଺ݔ − ଶݔ3 = 2
଺ݔ − ଶݔ3 = ܽ
଺ݔ − ଶݔ3 = 6

(∗) 

Đặt ݐ = ݐ)ଶݔ ≥ 0), khi đó ta thu(2) ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ݐ⎡
ଷ − ݐ3 = −2(3)
ଷݐ − ݐ3 = 0(4)
ଷݐ − ݐ3 = 2(5)
ଷݐ − ݐ3 = ܽ(6)
ଷݐ − ݐ3 = 6(7)

 

Nhận thấy, với mỗi ݐ > 0 là nghiệm của một trong các phương trình từ đến ta thu được hai nghiệm ݔ 
tương ứng đối nhau, với ݐ = 0 ta được nghiệm kép ݔ = 0. 
Do đó ta chỉ quan tâm nghiệm ݐ > 0, 
Xét hàm số ݃(ݐ) = ଷݐ −  :có đồ thị như hình vẽ sau ݐ3
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Từ đồ thị ta thấy: 
Phương trình (3) có nghiệm kép ݐଵ = 1, trường hợp này ta không có cực trị. 
Phương trình (4) có một nghiệm 1 < ଶݐ < 2, trường hợp này ta được 2 điểm cực trị. 
Phương trình (5) có một nghiệm ݐଷ = 2, trường hợp này ta được 2 điểm cực trị. 
Phương trình (6) với 4 < ܽ < 6 ta được một nghiệm ݐସ > ଷݐ = 2, ta được 2 điểm cực trị. 
Phương trình (7) với ܽ < 6 ta được 1 nghiệm ݐହ >  .ସ, trường hợp này ta được 2 điểm cực trịݐ
Vậy tổng cộng ta được 11 điểm cực trị. 
Câu 45. Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm trên ℝ. Đồ thị hàm số(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)như hình vẽ bên dưới. 

 

Hàm số ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ − ݔ90 + 2021൯có bao nhiêu điểm cực trị ? 

 A. 7. B.  4. C.  6. D.  5. 

Lời giải 

Chọn B 
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+ Dựa vào đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ), ta có: ݂ ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൦

ݔ = ܽ
ݔ = ܾ
ݔ = ܿ
ݔ = ݀

(trong đó ܽ < 0 < ܾ < ܿ < ݀và ݔ = ܾlà nghiệm 

bội chẵn) 

Hàm số: ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ − ݔ90 + 2021൯, với điều kiện: ݔଶ − ݔ90 + 2021 ≥ 0 ⇔ ቂݔ ≤ 43
ݔ ≥ 47 

Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = ଶ௫ିଽ଴
ଶ√௫మିଽ଴௫ାଶ଴ଶଵ

.݂ᇱ൫√ݔଶ − ݔ90 + 2021൯ 

+ ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇒ ൤
ݔ2 − 90 = 0
݂ᇱ൫√ݔଶ − ݔ90 + 2021൯ = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 45
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ܽ
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ܾ
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ܿ
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ݀

(do điều kiện nên loại 

nghiệmݔ = 45 và vì ܽ < 0nên phương trình √ݔଶ − ݔ90 + 2021 = ܽvô nghiệm) 

⇔ ቎
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ܾ
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ܿ
ଶݔ√ − ݔ90 + 2021 = ݀

⇔ ቎
ݔ) − 45)ଶ − 4 = ܾଶ
ݔ) − 45)ଶ − 4 = ܿଶ
ݔ) − 45)ଶ − 4 = ݀ଶ

⇔ ቎
ݔ = 45 ± √4 + ܾଶ

ݔ = 45 ± √4 + ܿଶ

ݔ = 45 ± √4 + ݀ଶ
. 

Trong các nghiệm trên, nghiệm ݔ = 45 ± √4 + ܾଶlà nghiệm bội chẵn. Do đó hàm số chỉ đạt cực trị tại 
các điểm có hoành độ là ݔ = 45 ± √4 + ܿଶvà ݔ = 45 ± √4 + ݀ଶ. 
Vậy hàm số ݃(ݔ) = ݂൫√ݔଶ − ݔ90 + 2021൯có 4cực trị. 
Câu 48. Câu46. Cho hàm số ݕ = ݕcó đồ thị như hình vẽ. Biết tất cả các điểm cực trị của hàm số(ݔ)݂ =
;là −2(ݔ)݂ 0; 2;ܽ; 6 với4 < ܽ < 6. 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ଺ݔ)݂ −  ଶ) làݔ3
 A. 8. B. 11. C. 9. D. 7. 

Lời giải 
Chọn C 
(ݔ)݃ = ଺ݔ)݂ −  .(ଶݔ3

(ݔ)′݃ = ൫݂(ݔ଺ − ′ଶ)൯ݔ3 = ଺ݔ) − ଺ݔ)′݂.′(ଶݔ3 − (ଶݔ3 = ହݔ6) − ଺ݔ)′݂(ݔ6 −  .(ଶݔ3

y = f(x)

y

xaO 62-2
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′ݕ = 0 ⇔ ହݔ6) − ଺ݔ)′݂(ݔ6 − (ଶݔ3 = 0 ⇔ ൤6ݔ
ହ − ݔ6 = 0

଺ݔ)′݂ − (ଶݔ3 = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = ±1
଺ݔ − ଶݔ3 = −2(1)
଺ݔ − ଶݔ3 = 0(2)
଺ݔ − ଶݔ3 = 2(3)
଺ݔ − ଶݔ3 = ܽ(4)
଺ݔ − ଶݔ3 = 6(5)

. 

଺ݔ − ଶݔ3 = −2(1) ⇔ ଺ݔ − ଶݔ3 + 2 = 0 ⇔ ଶݔ = 1 ⇔ ݔ = ±1. 

଺ݔ − ଶݔ3 = 0(2) ⇔ ൤ݔ
ଶ = 0(∗)
ସݔ = 3

⇔ ൤ݔ = 0
ݔ = ±√3ర . 

଺ݔ − ଶݔ3 = 2(3) ⇔ ଺ݔ − ଶݔ3 − 2 = 0 ⇔ ଶݔ = 2 ⇔ ݔ = ±√2. 
Ta xét bảng biến thiên của hàm số: 

ݕ = ℎ(ݔ) = ଺ݔ −  ଶݔ3

′ݕ = ℎ′(ݔ) = ହݔ6 − ݔ6 = 0 ⇔ ቎
ݔ = 0 ⇒ ℎ(0) = 0
ݔ = −1 ⇒ ℎ(−1) = −2
ݔ = 1 ⇒ ℎ(1) = 2

 

 
Từ bảng biến thiên ta suy ra phương trình ݔ଺ − ଶݔ3 = ܽ(4) có một nghiệm biệt khác {0;−1; 1} và khác 
nghiệm của phương trình (2); (3) 
Phương trình ݔ଺ − ଶݔ3 = 6(5) có hai nghiệm phân biệt khác {0;−1; 1} và khác nghiệm của phương trình 
(2); (3); (4). Ta có thể lấy nghiệm gần đúng như sau: 

଺ݔ − ଶݔ3 = 6(5) ⇔ ଺ݔ − ଶݔ3 − 6 = 0 ⇔ ଶݔ = ݉,݉ ≈ 5,547,݉ ∈ (5; 6) ⇔ ൤ݔ = √݉
ݔ = −√݉

⇔ ൤ݔ ≈ 2,355
ݔ ≈ −2,355 

൜ݔ
଺ − ଶݔ3 = ܽ(4)

4 < ܽ < 6
⇔ 4 < ଺ݔ − ଶݔ3 < 6 ⇔ ቐ

݊ < ଶݔ < √݉
݊ ≈ 2,195
݉ ≈ 2,355

⇔ ൤−√݉
ర < ݔ < −√݊

√݊ < ݔ < √݉ర  

Vậy ݕ′ = (ݔ)′݃ = 0 có: 
+) 2 nghiệm bằng ݔ = 1 ⇒ ݔ = 1 không là điểm cực trị. 
+) 2 nghiệm bằng ݔ = −1 ⇒ ݔ = −1 không là điểm cực trị. 
+) 3 nghiệm bằng ݔ = 0 ⇒ ݔ = 0 là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = −√3ర ⇒ ݔ = −√3ర là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = √3ర ⇒ ݔ = √3ర là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = √݉ ⇒ ݔ = √݉là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = −√݉ ⇒ ݔ = −√݉là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = √2 ⇒ ݔ = √2là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm bằng ݔ = −√2 ⇒ ݔ = −√2là 1 điểm cực trị. 
+) 1 nghiệm ݔଵ và ݔଵ ∈ ൫−√݉;−√݊൯ ⇒  .ଵlà 1 điểm cực trịݔ
+) 1 nghiệm ݔଶ và ݔଶ ∈ ൫√݊;√݉൯ ⇒  .ଶlà 1 điểm cực trịݔ
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Vậy có tất cả 9 điểm cực trị. 
Câu 49. Cho hàm số ݕ =  có bảng biến thiên như sau (ݔ)݂

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ସݔ−)݂ +  ଶ) làݔ4

 A. 5 . B. 3 . C. 7 . D. 11. 

Lời giải 

Chọn C 

 
Từ đồ thị, ta có bảng biến thiên của ( )y f x  như sau: 

 
(ݔ)݃ = ସݔ−)݂ + (ଶݔ4 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ସݔ−) + ସݔ−)ଶ)ᇱ݂ᇱݔ4 + (ଶݔ4 = ଷݔ4−) + ସݔ−)ᇱ݂(ݔ8 + (ଶݔ4

 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଷݔ4−) + ସݔ−)ᇱ݂(ݔ8 + (ଶݔ4 = 0 ⇔ ൤−4ݔଷ + ݔ8 = 0
݂ᇱ(−ݔସ + (ଶݔ4 = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡൤ݔ = ±√2
ݔ = 0

቎
ସݔ− + ଶݔ4 = ܽ < 0      (1)
ସݔ− + ଶݔ4 = ܾ ∈ (0; 4) (2)
ସݔ− + ଶݔ4 = ܿ > 4       (3)

 

Xét hàm số ℎ(ݔ) = ସݔ− + ⇒ ଶݔ4 ℎ′(ݔ) = ଷݔ4− + ݔ8 ⇒ ℎ′(ݔ) = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
ݔ = ±√2 

Bảng biến thiên 
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Từ bảng biến thiên, ta thấy 

Đường thẳng ݕ = ܽ < 0 cắt đồ thị hàm số ( )y h x  tại 2 điểm 

Đường thẳng ݕ = ܾ ∈ (0; 4) cắt đồ thị hàm số ( )y h x  tại 4 điểm. 

Đường thẳng ݕ = ܿ > 4 cắt đồ thị hàm số ( )y h x  tại 0 điểm. 

Như vậy, phương trình ( ) 0g x   có tất cả 7 nghiệm đơn phân biệt. 

Vậy hàm số  3 2( ) 3g x f x x   có 7 cực trị 

Câu 50. Cho hàm số ݕ = ݔ∀ có đạo hàm tại (ݔ)݂ ∈ ℝ, hàm số ݂′(ݔ) = ଷݔ + ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ có đồ thị như 
hình vẽ. 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ =  là [(ݔ)′݂]݂
 A. 7. B.  11. C.  9. D.  8. 

Lời giải 
Chọn A 

Đồ thị ݂′(ݔ) đi qua các điểm ܱ(0; ;1−)ܣ;(0 ;1)ܤ;(0 0) nên ta có ൝
ܽ = 0
ܾ = −1
ܿ = 0

. 

Do đó ݂′(ݔ) = ଷݔ − ݔ ⇒ (ݔ)′′݂ = 3xଶ − 1. 
Đặt ݃(ݔ) = ݂൫݂′(ݔ)൯. 
Ta có: 
(ݔ)′݃ = (ݔ)′′݂.[(ݔ)′݂]′݂ = ଷݔ)] − ଷ(ݔ − ଷݔ) − ଶݔ3)[(ݔ − 1) = ଶݔ)ݔ − ଷݔ)(1 − ݔ + ଶݔ3)(1 − 1). 
Dễ thấy ݃′(ݔ) = 0 có 7 nghiệm phân biệt, tất cả đều là nghiệm đơn nên hàm số có 7 điểm cực trị. 
Câu 59. Cho hàm số ݂(ݔ) liên tục trên ℝvà có đồ thị hàm số ݕ =  .như hình vẽ bên dưới (ݔ)′݂

 

2

∞ ∞

44

∞∞

0
+

+

2

h x( )

h' x( )

x 0

0 0 +

0
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Hàm số ݃(ݔ) = ݂ ቀ ହ௫
௫మାସ

ቁ có bao nhiêu điểm cực tiểu? 

 A. 5. B. 3. C. 4. D. 2. 
Lời giải 

Chọn D 

+ Ta có ݃(ݔ) = ݂ ቀ ହ௫
௫మାସ

ቁ ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ହ൫ି௫మାସ൯
(௫మାସ)మ

.݂ᇱ ቀ ହ௫
௫మାସ

ቁ. 

+ ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ହ௫

௫మାସ
= 0

ହ௫
௫మାସ

= 1
ହ௫

௫మାସ
= 2

ଶݔ− + 4 = 0

0

1 (nghiÖm béi ch½n)

4 (nghiÖm béi ch½n)

2

2

x

x

x

x

x


 
 
 
  

. 

Bảng xét dấu: 

 
Vậy hàm số ݃(ݔ) = ݂ ቀ ହ௫

௫మାସ
ቁ có 2 điểm cực tiểu. 

Câu 77. Cho hàm số ݕ = ݕ liên tục trên ℝvà có đồ thị hàm số(ݔ)݂ =  như hình vẽ. Số điểm cực trị(ݔ)݂
của hàm số ݕ = 2020௙(௙(௫)ିଵ)là 

 
 A. 13. B.  12. C.  10. D.  14. 

Lời giải 
Chọn B 
Đặt ݑ = −(ݔ)݂ 1ta có ݕ = 2020௙(௨)và ݑ௫ᇱ = ݂ᇱ(ݔ). 
ᇱݕ = ௨݂

ᇱ(ݑ). ௫ᇱݑ . 2020௙(௨) ݈݊ 2 020. 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤ݑ௫
ᇱ = 0
௨݂
ᇱ(ݑ) = 0. 

Dựa vào đồ thị hàm số ݕ = ௫ᇱݑ ta có(ݔ)݂ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൦

ݔ = −1
ݔ = 1
ݔ = 3
ݔ = 6

. 
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௨݂
ᇱ(ݑ) = 0 ⇔ ൦

ݑ = −1
ݑ = 1
ݑ = 3
ݑ = 6

⇔

⎣
⎢
⎢
⎡݂

(ݔ) = 0
(ݔ)݂ = 2
(ݔ)݂ = 4
(ݔ)݂ = 7

. 

Dựa vào đồ thị hàm số ݕ =  :ta có(ݔ)݂
+ Phương trình ݂(ݔ) = 0có một nghiệm đơn ݔଵ > 7. 
+ Phương trình ݂(ݔ) = 2có năm nghiệm đơn ݔଶ, ݔଷ, ݔସ, ݔହ, ݔ଺thỏa mãn −2 < ଶݔ < ଷݔ ,1− = 0, 1 <
ସݔ < 2, 4 < ହݔ < 5, 6 < ଺ݔ < 7. 
+ Phương trình ݂(ݔ) = 4có một nghiệm đơn ݔ଻ < −2. 
+ Phương trình ݂(ݔ) = 7có một nghiệm đơn ଼ݔ <  .଻ݔ
Vậy ݕᇱ = 0có tất cả 12 nghiệm đơn, do đó hàm số ݕ = 2020௙(௙(௫)ିଵ)có 12 điểm cực trị. 
Dạng 2: Cực trị f(x), f(u),… biết các BBT,BXD không tham số (Không GTTĐ) 
Câu 82. Cho hàm số ݕ =  có bảng biến thiên như sau (ݔ)݂

 
Tìm số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ݂(3−  .(ݔ

 A. 2. B. 3. C. 5. D. 6. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = −݂ᇱ(3 −  .(ݔ

 ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݂ᇱ(3− (ݔ = 0
 theo BBT 
ር⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ቂ3 − ݔ = 0

3 − ݔ = 2 ⇔ ቂݔ = 3
ݔ = 1. 

 ݃ᇱ(ݔ) không xác định ⇔ 3 − ݔ = 1 ⇔ ݔ = 2. 

Bảng biến thiên 

 
Vậy hàm số ݃(ݔ) = ݂(3−  .có 3 điểm cực trị (ݔ

Câu 84. Cho hàm số ݂(ݔ), bảng biến thiên của hàm số ݂ᇱ(ݔ) như sau: 
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Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ݂(6 −  là (ݔ3
 A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ݕᇱ = −3.݂ᇱ(6 − ᇱݕ Cho .(ݔ3 = 0 ⇔ ൥
6 − ݔ3 = −3
6 − ݔ3 = 1
6 − ݔ3 = 3

 ⇔ ቎
ݔ = 3
ݔ = ହ

ଷ
ݔ = 1

 

Bảng biến thiên 
Nhận xét: ݕᇱ đổi dấu 3 lần khi đi qua các nghiệm nên phương trình ݕᇱ = 0 có 3 nghiệm phân biệt. Vậy hàm 
số ݕ = ݂(6−  .có 3 cực trị (ݔ3
Câu 86. Cho hàm số ݕ =  .có bảng biến thiên như sau (ݔ)݂

 
Đồ thị hàm số ݕ = ݔ)݂| − 2001)− 2019| có bao nhiêu điểm cực trị? 
 A. 2. B. 3. C. 5. D. 4. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: Công thức tổng quát tìm số cực trị của hàm số ݕ = ܵ có công thức tính là |(ݔ)݂| = ܽ + ܾ. 
Trong đó 
� ܽ là số điểm cực trị của hàm số gốc ݕ =  (ݔ)݂
� ܾ là số giao điểm của đồ thị hàm số ݕ =  (không tính điểm tiếp xúc)ݔܱ với trục (ݔ)݂
Dựa vào bảng biến thiên ta có: Số điểm cực trị của đồ thị ݕ = ݔ)݂ − 2001)− 2019 bằng số điểm cực trị 
của đồ thị hàm số ݕ = ܽ tức là có số điểm cực trị là ,(ݔ)݂ = 2. 
Xét phương trình ݂(ݔ − 2001)− 2019 = 0 ⇔ ݔ)݂ − 2001) = 2019 (1) 
Theo phép tịnh tiến đồ thị hàm số ݕ = ݔ)݂ − 2001) cắt đường thẳng ݕ = 2019 tại 2 điểm (trong đó có 1 
điểm tiếp xúc tại ݔଶ) 
Nên suy ra ܾ = 1 (vì điểm tiếp xúc phải loại) 
Vậy ܵ = 2 + 1 = 3. 
Câu 90. Cho hàm số ݕ =  có bảng biến thiên (ݔ)݂

 
Hỏi hàm số ݕ = (ݔ)݃ = [݂(2− ଶ[(ݔ + 2020 có bao nhiêu điểm cực đại? 
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 A. 1. B. 3. C. 2. D. 4. 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có ݃′(ݔ) = −2.݂(2− ᇱ(2݂.(ݔ −  .(ݔ

Khi đó ݃′(ݔ) = 0 ⇔−2.݂(2 − −ᇱ(2݂.(ݔ (ݔ = 0 ⇔ ൤݂
(2− (ݔ = 0
݂ᇱ(2 − (ݔ = 0 ⇔ ൦

2− ݔ = ܽ < −2
2− ݔ = ܾ > 1
2− ݔ = −2
2− ݔ = 1

⇔

൦

ݔ = 2 − ܽ > 4
ݔ = 2 − ܾ < 1
ݔ = 4
ݔ = 1

 

⇔ không xác định (ݔ)′݃ ݂ᇱ(2 − ⇔ không xác định (ݔ 2 − ݔ = 0 ⇔ ݔ = 2 
Dựa vào bảng biến thiên của ݂(ݔ) ta thấy ݂(2 − (ݔ > 0 ⇔ ܽ < 2 − ݔ < ܾ ⇔ 2 − ܾ < ݔ < 2 − ܽ 

݂ᇱ(2 − (ݔ > 0 ⇔ ቂ2 − ݔ < −2
0 < 2 − ݔ < 1 ⇔ ቂݔ > 4

1 < ݔ < 2 

Ta có bảng xét dấu ݃′(ݔ) 

 
Vậy hàm số ݕ = (ݔ)݃ = [݂(2 − ଶ[(ݔ + 2020 có 2 điểm cực đại. 
Câu 92. Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm trên ℝvà có bảng xét dấu của (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như sau: 

 
Hỏi hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ −  ?có bao nhiêu điểm cực trị (ݔ2
 A. 3. B. 5. C. 2. D. 4. 

Lời giải 
Chọn A 
Xét hàm số ݃(ݔ) có TXĐ: ℝ và ݃ᇱ(ݔ) = ݔ)2 − 1).݂ᇱ(ݔଶ −  .(ݔ2

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤ݔ = 1
݂ᇱ(ݔଶ − (ݔ2 = 0 ⇔ ൦

ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 = −2
ଶݔ − ݔ2 = 1
ଶݔ − ݔ2 = 3

⇔ ൥
ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 − 1 = 0
ଶݔ − ݔ2 − 3 = 0

⇔ ൦

ݔ = 1
ݔ = 1 ± √2
ݔ = −1
ݔ = 3

 

(vì phương trìnhݔଶ − ݔ2 = −2 vô nghiệm) 
Từ giả thiết suy ra: Các nghiệm −2; 3 của ݂′ là nghiệm đơn hoặc bội lẻ nên ݂ᇱ đổi dấu khi qua mỗi 
nghiệm đó, còn 1 là nghiệm bội chẵn nên ݂ᇱ không đổi dấu khi qua nghiệm 1. 
⇒ ݃ᇱ đổi dấu khi qua mỗi nghiệm ±1; 3 và ko đổi dấu khi qua mỗi nghiệm 1 ± √2. 
⇒ Hàm số ݃(ݔ) có 3 điểm cực trị. 
Câu 94. Cho hàm số ݕ =  :liên tục trên ℝ và có bảng biến thiên như sau (ݔ)݂



  ST&BS: Th.S Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                        Ôn thi TN THPT 2020 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                          Trang 31    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
 

 
Có bao nhiêu mệnh đề đúng trong số các mệnh đề sau đối với hàm số ݃(ݔ) = ݂(2 − −(ݔ 2? 
I. Hàm số ݃(ݔ) đồng biến trên khoảng (−4;−2). 
II. Hàm số ݃(ݔ) nghịch biến trên khoảng (0; 2). 
III. Hàm số ݃(ݔ) đạt cực tiểu tại điểm −2. 
IV. Hàm số ݃(ݔ) có giá cực đại bằng −3. 
 A. 2. B. 3. C. 4. D. 1. 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = −݂ᇱ(2 −  .(ݔ

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݂ᇱ(2− (ݔ = 0 ⇔ ቂ2 − ݔ = 0
2 − ݔ = 2 

݃ᇱ(ݔ) > 0 ⇔ ݂ᇱ(2 − (ݔ < 0 ⇔ ቄ2 − ݔ > 0
2 − ݔ < 2 ⇔ ቄݔ < 2

ݔ > 0 ⇔ ݔ ∈ (0; 2). 

݃ᇱ(ݔ) < 0 ⇔ ݂ᇱ(2 − (ݔ > 0 ⇔ ቂ2 − ݔ < 0
2 − ݔ > 2 ⇔ ቂݔ > 2

ݔ < 0. 

 
Từ bảng biến thiên ta thấy: 
Hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2). 
Hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 0) và (2; +∞). 
Hàm số đạt cực tiểu tại điểm 0. 
Hàm số đạt giá trị cực đại bằng −3. 
Câu 103. Cho hàm số , bảng biến thiên của hàm số  như sau 

 

Số điểm cực trị của hàm số  là 

 A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn C 

 f x  f x

 2 2y f x x 

9 3 7 5
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Từ bảng biến thiên ta có phương trình ݂ᇱ(ݔ) = 0 có các nghiệm tương ứng là൦

ݔ = ܽ,ܽ ∈ (−∞;−1)
ݔ = ܾ,ܾ ∈ (−1; 0)
ݔ = ܿ, ܿ ∈ (0; 1)
ݔ = ݀, ݀ ∈ (1; +∞)

. 

Xét hàm số ݕ = ଶݔ)݂ − (ݔ2 ⇒ ᇱݕ = ݔ)2 − 1)݂ᇱ(ݔଶ −  .(ݔ2

Giải phương trình ݕᇱ = 0 ⇔ ݔ)2 − 1)݂ᇱ(ݔଶ − (ݔ2 = 0 ⇔ ൤ݔ − 1 = 0
݂ᇱ(ݔଶ − (ݔ2 = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 = ܽ (1)
ଶݔ − ݔ2 = ܾ (2)
ଶݔ − ݔ2 = ܿ (3)
ଶݔ − ݔ2 = ݀ (4)

. 

Vẽ đồ thị hàm số ℎ(ݔ) = ଶݔ −  ݔ2

 
Dựa vào đồ thị ta thấy: phương trình (1) vô nghiệm. Các phương trình (2); (3); (4) mỗi phương trình có 2 

nghiệm. Các nghiệm đều phân biệt nhau. 

Vậy phương trình ݕᇱ = 0 có 7 nghiệm phân biệt nên hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −  .có 7 điểm cực trị (ݔ2

Câu 104. Cho hàm số ݂(ݔ) liên tục trên và có bảng xét dấu đạo hàm ݂ᇱ(ݔ) như sau: 

 
Hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1|) có bao nhiêu điểm cực trị? 
 A. 8. B. 7. C. 9. D. 10. 

Lời giải 
Chọn B 
Hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1|) xác định trên tập ℝ. 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ) − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1|)ᇱ. ݂ᇱ(ݔଶ − ݔ2 + 1− ݔ| − 1|). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤
ଶݔ) − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1|)ᇱ = 0
݂ᇱ(ݔଶ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1|) = 0 
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⇔

⎣
⎢
⎢
ݔ2⎡ − 2 − ݔ|) − 1|)ᇱ = 0
ଶݔ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1| = −1
ଶݔ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1| = 0
ଶݔ − ݔ2 + 1 − ݔ| − 1| = 1

⇔

⎣
⎢
⎢
ݔ2⎡ − 2 − ݔ|) − 1|)ᇱ = 0(1)
ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| = −1(2)
ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| = 0(3)
ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| = 1(4)

 

(1) ⇔ ቂ2ݔ − 2 − 1 = 0݇ℎ݅ݔ ≥ 1
ݔ2 − 2 + 1 = 0݇ℎ݅ݔ < 1 ⇔ ቎

ݔ = ଷ
ଶ
݇ℎ݅ݔ ≥ 1

ݔ = ଵ
ଶ
݇ℎ݅ݔ < 1

, 

(2) ⇔ ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| + 1 = 0 vô nghiệm, 

(3) ⇔ ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| = 0 ⇔ ൤|ݔ − 1| = 0
ݔ| − 1| = 1 ⇔ ൥

ݔ = 1
ݔ = 0
ݔ = 2

, 

(4) ⇔ ݔ| − 1|ଶ − ݔ| − 1| − 1 = 0 ⇔ ቎
ݔ| − 1| = ଵି√ହ

ଶ
(݈)

ݔ| − 1| = ଵା√ହ
ଶ

⇔ ቎
ݔ = ଷା√ହ

ଶ

ݔ = ଵି√ହ
ଶ

. 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 7 nghiệm phân biệt nên có tối đa 7 điểm cực trị. 
Câu 105. Cho hàm số ݕ =  như sau (ݔ)có đạo hàm trên ℝ và có bảng xét dấu ݂ᇱ(ݔ)݂

 
Hỏi hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −  ?có bao nhiêu điểm cực tiểu(ݔ2
 A. 4. B. 2. C. 3. D. 1. 

Lời giải 
Chọn D 
Đặt ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − (ݔ)Ta có ݃ᇱ .(ݔ2 = ݔ2) − 2)݂ᇱ(ݔଶ −  .(ݔ2

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 = −2
ଶݔ − ݔ2 = 1
ଶݔ − ݔ2 = 3

⇔ ൦

ݔ = 1
ଶݔ − ݔ2 + 2 = 0
ଶݔ − ݔ2 − 1 = 0
ଶݔ − ݔ2 − 3 = 0

⇔ ൦

ݔ = 1
ݔ = 1 ± √2
ݔ = −1
ݔ = 3

. 

Trong đó các nghiệm −1,1,3 là nghiệm bội lẻ và 1 ± √2 là nghiệm bội chẵn. Vì vậy hàm số ݃ᇱ(ݔ) chỉ đổi 
dấu khi đi qua các nghiệm −1,1,3. 
Ta có ݃ᇱ(0) = −2݂ᇱ(0) < 0 (do ݂ᇱ(0) > 0). 
Bảng xét dấu ݃ᇱ(ݔ) 

 
Vậy hàm số ݕ = ଶݔ)݂ − ݔ có đúng 1 điểm cực tiểu là (ݔ2 = 1. 
Câu 106. Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm tại x  , hàm số 3 2( )f x x ax bx c     có bảng biến thiên 
như hình vẽ dưới đây, giao điểm của đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) với ܱݔ là ܱ(0; ;1−)ܣ;(0 ;1)ܤ;(0 0) 
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Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ݂[݂ᇱ(ݔ)] là 
 A. 7. B. 11. C. 9. D. 8. 

Lời giải 
Từ giả thiết, có đồ thị hàm số݂ᇱ(ݔ) = ଷݔ + ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ đi qua các điểm ܱ(0; ;1−)ܣ;(0 ;1)ܤ;(0 0). 

Khi đó ta có hệ phương trình:൝
ܿ = 0
ܽ + ܾ = −1
ܽ − ܾ = 1

⇔ ൝
ܽ = 0
ܾ = −1
ܿ = 0

⇒ ݂ᇱ(ݔ) = ଷݔ − ݔ ⇒ ݂ᇳ(ݔ) = ଶݔ3 − 1. 

Đặt: ݃(ݔ) = ݂൫݂ᇱ(ݔ)൯ 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = (݂[݂ᇱ(ݔ)])ᇱ = ݂ᇱ[݂ᇱ(ݔ)].݂ᇳ(ݔ) = ଷݔ)] − ଷ(ݔ − ଷݔ) − ଶݔ3)[(ݔ − 1) 

= ݔ)ݔ − ݔ)(1 + ଷݔ)(1 − ݔ − ଷݔ)(1 − ݔ + ଶݔ3)(1 − 1)
 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = −1
ଷݔ − ݔ − 1 = 0
ଷݔ − ݔ + 1 = 0
ଶݔ3 − 1 = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = −1
ݔ = ܽ(≈ 0,76)
ݔ = ܾ(ܾ ≈ −1,32)

ݔ = ±
1
√3

 

Ta có bảng biến thiên: 

 
* Cách xét dấu݃ᇱ(ݔ): chọn ݔ = 2 ∈ (1; +∞) ta có: ݃ᇱ(2) > 0 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) > ݔ∀0 ∈ (1; +∞), từ đó suy ra 
dấu của ݃ᇱ(ݔ)trên các khoảng còn lại. 
Dựa vào BBT suy ra hàm số có 7 điểm cực trị. 
Câu 108. Cho hàm số ݂(ݔ), bảng biến thiên của hàm số ݂ᇱ(ݔ) như sau: 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ݔ)]݂ + 1)ଶ] là 
 A. 5. B. 3. C. 2. D. 4. 
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Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݃(ݔ) = ݔ)]݂ + 1)ଶ] = ଶݔ)݂ + ݔ2 + 1) ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) + 2).݂ᇱ(ݔଶ + ݔ2 + 1). 

Cho ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤2ݔ + 2 = 0
݂ᇱ(ݔଶ + ݔ2 + 1) = 0 ⇔ ൦

ݔ = −1
ଶݔ + ݔ2 + 1 = ܽ,ܽ < 0
ଶݔ + ݔ2 + 1 = ܾ, 0 < `ܾ < 3
ଶݔ + ݔ2 + 1 = ܿ, ܿ > 3

 

ଶݔ� + ݔ2 + 1 − ܽ = 0 có ߂ = 4ܽ < 0, ܽ < 0 nên phương trình vô nghiệm. 
ଶݔ� + ݔ2 + 1 − ܾ = 0 có ߂ = 4ܾ > 0, 0 < ܾ < ଵ

ଶ
 nên phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 

ଶݔ� + ݔ2 + 1 − ܿ = 0 có ߂ = 4ܿ > 0, ܿ > 3 nên phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 
Nhận xét: 5 nghiệm trên khác nhau đôi một nên phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 5 nghiệm phân biệt. 
Vậy hàm số ݃(ݔ) = ݔ)]݂ + 1)ଶ] có 5 cực trị. 
Câu 109. Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm tại x  , hàm số 3 2( )f x x ax bx c     có bảng biến thiên 
như hình vẽ dưới đây, giao điểm của đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) với ܱݔ là ܱ(0; ;1−)ܣ;(0 ;1)ܤ;(0 0) 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ݂[݂ᇱ(ݔ)] là 
 A. 7. B. 11. C. 9. D. 8. 

Lời giải 
Từ giả thiết, có đồ thị hàm số݂ᇱ(ݔ) = ଷݔ + ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ đi qua các điểm ܱ(0; ;1−)ܣ;(0 ;1)ܤ;(0 0). 

Khi đó ta có hệ phương trình:൝
ܿ = 0
ܽ + ܾ = −1
ܽ − ܾ = 1

⇔ ൝
ܽ = 0
ܾ = −1
ܿ = 0

. 

⇒ ݂ᇱ(ݔ) = ଷݔ − ݔ ⇒ ݂ᇳ(ݔ) = ଶݔ3 − 1 
Đặt: ݃(ݔ) = ݂൫݂ᇱ(ݔ)൯ 
Ta có: ݃ᇱ(ݔ) = (݂[݂ᇱ(ݔ)])ᇱ = ݂ᇱ[݂ᇱ(ݔ)].݂ᇳ(ݔ) = ଷݔ)] − ଷ(ݔ − ଷݔ) − ଶݔ3)[(ݔ − 1) 

= ݔ)ݔ − ݔ)(1 + ଷݔ)(1 − ݔ − ଷݔ)(1 − ݔ + ଶݔ3)(1 − 1)
 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = −1
ଷݔ − ݔ − 1 = 0
ଷݔ − ݔ + 1 = 0
ଶݔ3 − 1 = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = −1
ݔ = ܽ(≈ 1,32)
ݔ = ܾ(ܾ ≈ −1,32)

ݔ = ±
1
√3

 

Ta có bảng biến thiên: 
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* Cách xét dấu݃ᇱ(ݔ): chọn ݔ = 2 ∈ (ܽ; +∞) ta có: ݃ᇱ(2) > 0 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) > ݔ∀0 ∈ (ܽ; +∞), từ đó suy ra 
dấu của ݃ᇱ(ݔ)trên các khoảng còn lại. 
Dựa vào BBT suy ra hàm số có 7 điểm cực trị. 
Câu 110. Cho hàm số ݂(ݔ) liên tục trên ℝ, bảng biến thiên của hàm số ݂ᇱ(ݔ) như sau: 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ݂ ቀ௫

మାଵ
௫
ቁ là 

 A. 6. B. 2. C. 1. D. 4. 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ௫మିଵ
௫మ

.݂ ቀ௫
మାଵ
௫
ቁ. 

Cho ݃ᇱ(ݔ) = 0 ቎
௫మିଵ
௫మ

= 0

݂ᇱ ቀ௫
మାଵ
௫
ቁ = 0

 ⇔ 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡

ଶ − 1 = 0
௫మାଵ
௫

= ܽ,ܽ < −2
௫మାଵ
௫

= ܾ,−2 < ܽ < 2
௫మାଵ
௫

= ܿ, ܿ > 2

 

ଶݔ� − 1 = 0 có 2 nghiệm phân biệt ݔ = ±1. 

�Xét hàm số ℎ(ݔ) = ௫మାଵ
௫

 

Tập xác định ܦ = ℝ\{0}. Ta có ℎᇱ(ݔ) = ௫మିଵ
௫మ

. Cho ℎᇱ(ݔ) = ݔ ⇔ 0 = ±1. 
Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy 
�ℎ(ݔ) = ܽ có 2 nghiệm phân biệt, với ܽ < −2 
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�ℎ(ݔ) = ܾ vô nghiệm, với −2 < ܾ < 2 
�ℎ(ݔ) = ܿ có 2 nghiệm phân biệt, với ܿ > 2 

Vậy hàm số ݃(ݔ) = ݂ ቀ௫
మାଵ
௫
ቁ có 6 điểm cực trị. 

Dạng 3: Cực trị f(x), f(u),…liên quan biểu thức đạo hàm không tham số (Không GTTĐ) 
Câu 111. Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ଶݔ) − ݔ)(1 − 4) với mọi ݔ ∈ ℝ. Hàm số ݃(ݔ) =
݂(3 −  ?có bao nhiêu điểm cực đại (ݔ
 A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 

Lời giải 
Chọn B 
Từ giả thiết, ta có bảng biến thiên của hàm số ݂(ݔ) 

 
Ta có ݃(ݔ) = ݂(3 − (ݔ)݃ᇱ(ݔ = −݂ᇱ(3−  .(ݔ
Từ bảng biến thiên của hàm số݂(ݔ) ta có 

݃ᇱ(ݔ) ≥ 0 ⇔ ݂ᇱ(3 − (ݔ ≤ 0 ⇔ ቂ3 − ݔ ≤ −1
1 ≤ 3 − ݔ ≤ 4 ⇔ ቂݔ ≥ 4

−1 ≤ ݔ ≤ 2. 
Như thế ta có bảng biến thiên của hàm số ݃(ݔ) 

 
Từ bảng biến thiên, ta nhận thấy hàm số ݃(ݔ) có một điểm cực đại. 
Câu 114. Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݔ)ଶݔ − ݔ13)(1 − 15)ଷ. Khi đó số điểm cực trị của 

hàm số ݕ = ݂ ቀ ହ௫
௫మାସ

ቁ là 

 A. 5. B. 3. C. 2. D. 6. 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: 

ᇱݕ = ൬
ݔ5

ଶݔ + 4൰
ᇱ

.݂ᇱ ൬
ݔ5

ଶݔ + 4൰ =
ଶݔ)5 + 4)− .ݔ5 ݔ2

ଶݔ) + 4)ଶ ൬
ݔ5

ଶݔ + 4൰
ଶ

൬
ݔ5

ଶݔ + 4 − 1൰ ൬13.
ݔ5

ଶݔ + 4 − 15൰
ଷ

 

=
ଶݔ5− + 20
ଶݔ) + 4)ଶ ൬

ݔ5
ଶݔ + 4൰

ଶ

ቆ
ݔ5 − ଶݔ − 4
ଶݔ + 4 ቇቆ

ݔ65 − ଶݔ15 − 60
ଶݔ + 4 ቇ

ଷ

 

=
5(2− 2)(ݔ + (ݔ

ଶݔ) + 4)ଶ ⋅
ଶ(ݔ5)

ଶݔ) + 4)ଶ ⋅
ݔ) − 1)(4− (ݔ

ଶݔ + 4 ⋅
(3 − ݔଷ(15(ݔ − 20)ଷ

ଶݔ) + 4)ଷ  
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ᇱݕ = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 2
ݔ = −2
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = 4
ݔ = 3

ݔ =
4
3

 

Do phương trình ݕᇱ = 0 có 6 nghiệm đơn và 1 nghiệm kép nên hàm số ݕ = ݂ ቀ ହ௫
௫మାସ

ቁ có 6 điểm cực trị. 

Câu 116. Cho hàm số ݕ = (ݔ)xác định và liên tục trên ℝ có ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݔ) − ݔ)(2 + ݔ)(5 + 1) và ݂(2) =
1. Hàm số ݃(ݔ) =  ? ଶ có bao nhiêu điểm cực trị[(ଶݔ)݂]
 A. 1. B. 2. C. 3. D. 5. 

Lời giải 
Chọn C 

Từ giả thiết ta có ݂ᇱ(ݔ) = ݔ) − ݔ)(2 + ݔ)(5 + 1) ⇒ ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 2
ݔ = −5
ݔ = −1 

Bảng biến thiên của ݕ =  (ݔ)݂

 
Từ BBT suy ra ݂(ݔ) > ݔ∀,0 ≥ 0 nên ݂(ݔଶ) > ݔ∀,0 ∈ ℝ 

Xét hàm số ݃(ݔ) = (ݔ)ଶ ݃ᇱ[(ଶݔ)݂] = ቀ൫݂(ݔଶ)൯ଶቁ
ᇱ

= .ݔ4 (ଶݔ)′݂(ଶݔ)݂ = ଶݔ)ݔ4 − ଶݔ)(2 + ଶݔ)(5 +

 (ଶݔ)݂(1

Xét ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
ݔ = ±√2 

BBT của ݃(ݔ) = ଶ[(ଶݔ)݂]
 

 
Từ BBT trên suy ra hàm số ݃(ݔ) =  .ଶ có ba điểm cực trị[(ଶݔ)݂]
Câu 119. Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = .ݔ ݔ) − 1)ଷ, ∀ݔ ∈ ℝ. Hàm số ݕ = ଶݔ)݂ +  có bao(ݔ
nhiêu điểm cực trị? 
 A. 5. B. 3. C. 4. D. 2. 

Lời giải 

20

∞+ ∞+
g(x)

∞∞

0
+

+g'(x)

x - 2

0 0 +
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Chọn A 
Xét đạo hàm ݕ′ = ݔ2) + ଶݔ)′݂(1 + ′ݕ Ta có .(ݔ = 0 ⇔ ݔ2) + ଶݔ)′݂(1 + (ݔ = 0 
Thay ݔ bởi (ݔଶ + ଶݔ)′݂ ta có (ݔ + (ݔ = ଶݔ) + .(ݔ ଶݔ) + ݔ − 1)ଷ 
Khi đó (2ݔ + ଶݔ)′݂(1 + (ݔ = 0 ⇔ ݔ2) + ଶݔ)(1 + .(ݔ ଶݔ) + ݔ − 1)ଷ = 0 

⇔ ݔ2) + ݔ)ݔ(1 + 1) ቀݔ − ିଵା√ହ
ଶ

ቁ
ଷ

. ቀݔ + ଵା√ହ
ଶ
ቁ
ଷ

= 0 (1) 
Ta thấy phương trình (1)có 5 nghiệm bội lẻ phân biệt nên ݂′(ݔ) đổi dấu 5 lần qua các nghiệm. 
Vậy hàm số ݕ = ଶݔ)݂ +  .có 5 cực trị (ݔ
Câu 120. Cho hàm số ݕ =  có đúng 3 điểm cực trị là 0; 1; 2 và có đạo hàm liên tục trên ℝ. Khi đó (ݔ)݂
hàm số ݕ = ݔ4)݂ −  ?ଶ) có bao nhiêu điểm cực trịݔ4
 A. 5. B. 4. C. 2. D. 3. 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có: 

ᇱݕ = (4− ݔᇱ(4݂(ݔ8 − (ଶݔ4 = 0 ⇔ ൤4 − ݔ8 = 0
݂ᇱ(4ݔ − (ଶݔ4 = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ =

1
2

ݔ4 − ଶݔ4 = 0
ݔ4 − ଶݔ4 = 1
ݔ4 − ଶݔ4 = 2

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ =

1
2

ݔ = 0
ݔ = 1

ଵݔ = ଶݔ =
1
2

. 

൬4ݔ − ଶݔ4 = 1 ⇔ ଵݔ = ଶݔ =
1
2൰ 

ᇱݕ = 0 có 2 nghiệm đơn và 1 nghiệm bội 3 nên hàm số có 3 điểm cực trị. 
Dạng 4: Cực trị của hàm liên kết h(x) = f(u) + g(x) biết các BBT, đồ thị không tham số 
Câu 1: Cho hàm số ݂(ݔ) xác định trên ℝ và có đồ thị của hàm số ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ 

 
Hàm số ݕ = (ݔ)݃ = −(ݔ)݂  ?có bao nhiêu điểm cực trị ݔ3
 A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = −(ݔ)݂) ᇱ(ݔ3 = ݂ᇱ(ݔ)− 3; 
Khi đó ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = 3 
Dựa vào đồ thị của hàm số ݂ᇱ(ݔ) nhận thấy phương trình ݂ᇱ(ݔ) = 3 có 3 nghiệm phân biệt. 
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Từ đó ta có bảng biến thiên của hàm số ݃(ݔ) như sau: 

 
Dựa vào bảng biến thiên của hàm sốݕ =  .nhận xét hàm số có 3 điểm cực trị ,(ݔ)݃
Câu 2: Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm liên tục trên ℝ. Đồ thị hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ sau: 

 
Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ݔ)݂ − 2019)− ݔ2020 + 2021 là 
 A. 3. B. 1. C. 4. D. 2. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ݕᇱ = ݔ)݂] − 2019)− ݔ2020 + 2021]ᇱ = ݂ᇱ(ݔ − 2019)− 2020. 
Đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ − 2019)− 2020 được suy ra từ đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) bằng cách tịnh tiến sang 
phải 2017 đơn vị và tịnh tiến xuống dưới 2018đơn vị. 
Do đó đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ − 2019)− 2020 chỉ cắt trục hoành tại 1 điểm và đổi dấu qua điểm đó nên 
hàm số ݕ = ݔ)݂ − 2019)− ݔ2020 + 2021 có một điểm cực trị. 
Câu 3: Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm trên ℝ và đồ thị của hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như hình bên. 
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Khẳng định nào dưới đây đúng ? 
 A. Hàm số ݕ = −(ݔ)݂ ଶݔ − ݔ + 2019 đạt cực đại tại ݔ = 0. 
 B. Hàm số ݕ = −(ݔ)݂ ଶݔ − ݔ + 2019 đạt cực tiểu tại ݔ = 0. 
 C. Hàm số ݕ = −(ݔ)݂ ଶݔ − ݔ + 2019 không có cực trị. 
 D. Hàm số ݕ = −(ݔ)݂ ଶݔ − ݔ + 2019 không có cực trị tại ݔ = 0. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݕᇱ = ݂ᇱ(ݔ)− ݔ2 − 1. 
Cho ݕᇱ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = ݔ2 + 1 (1). 

 
Dựa vào đồ thị của hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) và đường thẳng ݕ = ݔ2 + 1 ta có thể nhận thấy phương trình (1) có 
ít nhất 2 nghiệm là ݔ = 0 và ݔ = 2. 
Xét dấu ݔ = 1 ∈ (0; 2), ta có ݕᇱ(1) = ݂ᇱ(1)− 5 < 0 từ đó ta nhận định hàm số ݕ = −(ݔ)݂ ଶݔ − ݔ +
2019 đạt cực đại tại ݔ = 0. Ta chọn đáp án A 
Câu 4: Cho hàm số ݕ = ݕ xác định và liên tục trên ℝ. Đồ thị hàm số (ݔ)݂ =  như hình bên. Tìm số (ݔ)/݂

cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ݔ)2݂ + 2) + ݔ) + ݔ)(1 + 3). 

 
 A. 2. B. 3. C. 4. D. 1. 

Lời giải 
Chọn A 
(ݔ)݃ = ݔ)2݂ + 2) + ݔ) + ݔ)(1 + 3) ⇒ (ݔ)/݃ = ݔ)/2݂ + 2) + ݔ2 + 4

.
 

(ݔ)/݃ = 0 ⇔ ݔ)/݂ + 2) = ݔ)− + 2)  (1). 
Đặt ݐ = ݔ + 2. 
Khi đó (1) trở thành ݂/(ݐ) =  .(2)  ݐ−
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(2) là pt hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm số ݕ = ݕ và (ݐ)/݂ =  .ݐ−
Dựa vào đồ thị của hàm số ݕ = ݕ và (ݐ)/݂ =  .ݐ−

Ta có: ݂/(ݐ) =  ݐ− ⇔ ൦

ݐ = −1
ݐ = 0
ݐ = 1
ݐ = 2

. 

Khi đó ൦

ݔ = −3
ݔ = −2
ݔ = −1
ݔ = 0

. 

Bảng biến thiên hàm số 

 
Vậy hàm số ݃(ݔ) có hai cực trị. 
Câu 5: Cho hàm số ݂(ݔ) có đạo hàm liên tục trên ℝ. Đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ. 

 
Hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + −(ݔ4 ଶݔ − ;có bao nhiêu điểm cực trị thuộc khoảng (−5 ݔ4 1). 
 A. 5. B. 4. C. 6. D. 3. 

Lời giải 
Ta có:ݕᇱ = ݔ2) + 4)݂ᇱ(ݔଶ + −(ݔ4 ݔ2) + 4) = ݔ2) + ଶݔ)′݂](4 + −(ݔ4 1]. 

′ݕ = 0 ⇔ ൤2ݔ + 4 = 0
݂ᇱ(ݔଶ + (ݔ4 = 1 ⇔ ൦

ݔ = −2
ଶݔ + ݔ4 = −4
ଶݔ + ݔ4 = 0
ଶݔ + ݔ4 = ܽ ∈ (1; 5)

⇔ ൦

ݔ = −2
ݔ = 0
ݔ = −4
ݔ = −2 ± √4 + ܽ

. 

Vì ܽ ∈ (1; 5) nên −2 ± √4 + ܽ ∈ (−5; 1). 
Dễ thấy ݕᇱ đổi dấu khi qua các nghiệm kể trên. 
Vậy hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + −(ݔ4 ଶݔ − ;có 5 điểm cực trị thuộc khoảng (−5 ݔ4 1). 
Câu 6: Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm đến cấp hai trên ℝ và bảng xét dấu của hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) như 
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hình sau 

 
Hàm số ݃(ݔ) = ݂(1− (ݔ + ௫య

ଷ
− ଶݔ2 +  ?đạt cực tiểu tại điểm nào trong các điểm sau ݔ3

 A. ݔ = 0. B. ݔ = 3. C. ݔ = 1. D. ݔ = −3. 
Lời giải 

Chọn B 
+) Ta có ݃′(ݔ) = −݂ᇱ(1 − (ݔ + ଶݔ − ݔ4 + 3. 

+) ݂ᇱ(1− (ݔ = 0 ⇔ ൥
1 − ݔ = −2
1 − ݔ = 0
1 − ݔ = 4

⇔ ൥
ݔ = 3
ݔ = 1
ݔ = −3

. 

ଶݔ (+ − ݔ4 + 3 = 0 ⇔ ቂݔ = 1
ݔ = 3. 

+) Ta lập được bảng xét dấu của ݃ᇱ(ݔ) như sau: 

 
Từ bảng xét dấu ta thấy hàm số ݃(ݔ) đạt cực tiểu tại ݔ = 3. 

Câu 7: Cho hàm số ݂ ݂ có đồ thị (ݔ) ᇱ(ݔ) như hình vẽ dưới. Hàm số ݃ (ݔ) = −(ݔ)݂ ௫య

ଷ
+ ଶݔ2 − ݔ5 + 2001 

có bao nhiêu điểm cực trị? 

 
 A. 3. B. 1. C. 2. D. 0. 

Lời giải 
Chọn C 
Có ݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ)− ଶݔ + ݔ4 − 5 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = ଶݔ − ݔ4 + 5 
Ta có đồ thị hàm số ݕ = ଶݔ − ݔ4 + 5 và đồ thị hàm ݕ = ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ dưới 
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Quan sát hình vẽ ta thấy ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 3 nghiệm phân biệt trong đó chỉ có 1 nghiệm bội chẵn 
Vậy hàm số ݃(ݔ) có 2 điểm cực trị. 

Câu 8: Cho hàm số bậc năm ݕ = ݕ có đồ thị(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số ݃ (ݔ) =
ଷݔ)݂ + −(ଶݔ3 ଷݔ2 −  ଶlàݔ6

 

 A. 5. B. 7. C. 10. D. 11. 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) + ଷݔ)ᇱ݂.(ݔ6 + (ଶݔ3 − ଶݔ6 − ݔ12 = ଶݔ3) + ଷݔ)ᇱ݂](ݔ6 + (ଶݔ3 − 2]. 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤3ݔ
ଶ + ݔ6 = 0

݂ᇱ(ݔଷ + (ଶݔ3 = 2. 

Phương trình 3ݔଶ + ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = −2. 

Phương trình ݂ᇱ(ݔଷ + (ଶݔ3 = 2 ⇔ ൦

ଷݔ + ଶݔ3 = ܽ < 0
ଷݔ + ଶݔ3 = ܾ ∈ (0; 2)
ଷݔ + ଶݔ3 = ܿ ∈ (2; 4)
ଷݔ + ଷݔ3 = ݀ > 4

. 

Hàm số ℎ(ݔ) = ଷݔ + (ݔ)ଶcó ℎᇱݔ3 = ଶݔ3 + ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = −2. 

Bảng biến thiên của hàm ℎ(ݔ): 
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Dựa vào bảng biên thiên của hàm ℎ(ݔ), ta có 

Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ܽ < 0có duy nhất một nghiệm ݔଵ < −3. 

Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ݀ > 4có duy nhất một nghiệm ݔଶ > 1. 

Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ܾ ∈ (0; 2)có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên. 

Phương trình ݔଷ + ଶݔ3 = ܿ ∈ (2; 4)có ba nghiệm phân biệt không trùng với các nghiệm trên. 

Do đó, phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0có mười nghiệm đơn phân biệt nên hàm số ݕ =  .có mười điểm cực trị(ݔ)݃

Câu 9: Cho hàm số ݕ =  như hình dưới đây. Hỏi (ݔ)′݂ xác định trên ℝ và có bảng xét dấu đạo hàm (ݔ)݂
hàm số ݕ = (ݔ)݂ + ଷݔ − ଶݔ3 − ݔ9 + 1 đạt cực tiểu tại điểm nào dưới đây? 

 
 A. ݔ଴ = 3. B. ݔ଴ = −1. C. ݔ଴ = −3. D. ݔ଴ = 4. 

Lời giải 
Chọn C 
Xét hàm số ݕ = (ݔ)݃ = (ݔ)݂ + ଷݔ − ଶݔ3 − ݔ9 + 1 
TXĐ: ܦ = ℝ 

(ݔ)′݃ = (ݔ)′݂ + ଶݔ3 − ݔ6 − 9 

Ta có: 3ݔଶ − ݔ6 − 9 = 0 ⇔ ቂݔ = −1
ݔ = 3  

Bảng xét dấu: 

 
Vậy hàm số đạt cực tiểu tại ݔ = 3. 
Câu 10: Cho hàm số ݕ = ݕ có đạo hàm đến cấp hai trên ℝ và có bảng xét dấu của hàm số (ݔ)݂ =  (ݔ)′݂

như hình sau: 

 
Hỏi hàm số ݃(ݔ) = ݂(1 − (ݔ + ௫య

ଷ
− ଶݔ2 +  ?đạt cực tiểu tại điểm nào trong các điểm sau ݔ3

 A. ݔ = 3. B. ݔ = 0. C. ݔ = −3. D. ݔ = 1. 
Lời giải 
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Chọn A 
݃ᇱ(ݔ) = −݂ᇱ(1 − (ݔ + ଶݔ − ݔ4 + 3. 

−݂ᇱ(1 − (ݔ > 0 ⇔ ݂ᇱ(1− (ݔ < 0 ⇔ ቂ1 − ݔ < −2
0 < 1 − ݔ < 4 ⇔ ቂݔ > 3

−3 < ݔ < 1 

Bảng xét dấu ݃ᇱ(ݔ): 

 
Từ bảng xét dấu ݃ᇱ(ݔ) ta suy ra hàm số đạt cực tiểu tại ݔ = 3. 
Câu 11: Cho hàm số ݕ =  có đạo hàm trên ℝ và có bảng biến thiên như hình vẽ(ݔ)݂

 
Hàm số ݃(ݔ) = 3݂(2 − (ݔ + ଷݔ −  đạt cực đại tại điểm ݔ3
 A. ݔ = 1. B. ݔ = −1. C. ݔ = 3. D. ݔ = 2. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = −3݂ᇱ(2 − (ݔ + ଶݔ3 − 3. 
Từ bảng biến thiên của hàm số ݕ =  :ta thấy (ݔ)݂

݂ᇱ(2 − (ݔ = 0 ⇔ ൥
2 − ݔ = 1
2 − ݔ = 2
2 − ݔ = 3

⇔ ൥
ݔ = 1
ݔ = 0
ݔ = −1

 

݂ᇱ(2 − (ݔ > 0 ⇔ ൝
2 − ݔ > 1
2 − ݔ < 3
2 − ݔ ≠ 2

⇔ ݔ ∈ (−1; 1)\{0} 

݂ᇱ(2 − (ݔ < 0 ⇔ ቂ2 − ݔ < 1
2 − ݔ > 3 ⇔ ቂݔ > 1

ݔ < −1. Ta có bảng biến thiên của hàm số ݃(ݔ): 
(Nhờ thầy vẽ lại BBT ạ) 

 
Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số ݃(ݔ) đạt cực đại tại ݔ = −1. 
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Câu 12: Cho hàm số . Hàm số có đồ thị như hình bên. 

 

Hàm số nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

 A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có . 

Đặt , , ta xét hàm số . 

Từ đồ thị hàm số ta có đồ thị hàm số và như hình vẽ 

. 
Từ đó ta có bảng xét dấu như sau: 

 
Ta có 

 
. 

Ta có bảng xét dấu như sau: 

 f x  y f x

   
4

2 3 22 2 2
4
xg x f x x x x x     

 1;2  1;1  2;1  2;3

     
2

2 22 1 2 1
2

x xg x x f x x
         

  

2 2u x x   1u       1 1
2

h u f u u    
 

 y f x  y f u
1 1
2

y u 

 h u

21 2 1 1 2u x x x      
24 2 4 1 5u x x x      

 g x
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. 

Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng . 

Câu 13: Cho hàm số ݕ = ݕ xác định trên ℝ. Biết rằng hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình vẽ 

 
Số điểm cực trị của hàm số݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − −(ݔ2 ቀ௫

ర

ଶ
− ଷݔ2 + ଶݔ + ݔ2 + 2020ቁ là 

 A. 7. B. 6. C. 5. D. 8. 
Lời giải 

Chọn C 
+) Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − 2)݂ᇱ(ݔଶ − −(ݔ2 ଷݔ2) − ଶݔ6 + ݔ2 + 2) = ݔ)2 − 1). [݂ᇱ(ݔଶ − −(ݔ2 ଶݔ) −
ݔ2 − 1)] 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤ݔ − 1 = 0
݂ᇱ(ݔଶ − −(ݔ2 ଶݔ) − ݔ2 − 1) = 0 ⇔ ൤ݔ = 1

݂ᇱ(ݔଶ − (ݔ2 = ଶݔ − ݔ2 − 1(∗).
 +) Giải (*): 

Đặt ݐ = ଶݔ − (ݐ)phương trình trở thành ݂ᇱ ,ݔ2 = ݐ − 1. 

 

   
4

2 3 22 2 2
4
xg x f x x x x x       1;2
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Từ đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) và đường thẳng ݕ = ݔ − 1 ta có 

݂ᇱ(ݐ) = ݐ − 1 ⇔ ൦

ݐ = −1
ݐ = 1
ݐ = 2
ݐ = 3

.

 
Suy ra 

൦
ଶݔ − ݔ2 = −1
ଶݔ − ݔ2 = 1
ଶݔ − ݔ2 = 2
ଶݔ − ݔ2 = 3

⇔ ൦

ݔ) − 1)ଶ = 0
ଶݔ − ݔ2 − 1 = 0
ଶݔ − ݔ2 − 2 = 0
ଶݔ − ݔ2 − 3 = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ݔ = 1
ݔ = 1 ± √2
ݔ = 1 ± √3
ݔ = −1
ݔ = 3

. 

Bảng xét dấu 

 
(Xét dấu của ݃ᇱ(ݔ) bằng cách lấy một điểm ݔ଴ thuộc khoảng đang xét, thay vào ݃ᇱ(ݔ), kết hợp với đồ thị). 

Vậy hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − −(ݔ2 ቀ௫
ర

ଶ
− ଷݔ2 + ଶݔ + ݔ2 + 2020ቁ có 5 điểm cực trị. 

Câu 14: Cho hàm số ݕ = ݕ Hàm số .(ݔ)݂ =  xác định, liên tục trên ℝ và có đồ thị như hình vẽ (ݔ)′݂

 
Hàm số ݃(ݔ) = −(ݔ)4݂ ସݔ +  ?ଶ có bao nhiêu điểm cực trịݔ6
 A. 3. B. 1. C. 5. D. 0. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݃′(ݔ) = −(ݔ)4݂′ ଷݔ4 +  .ݔ12
(ݔ)′݃ = 0 ⇔ (ݔ)′݂ = ଷݔ −  (1) ݔ3
Dựa vào đồ thị hàm số ݕ = ݕ ta vẽ thêm đồ thị hàm số (ݔ)′݂ = ଷݔ −  .ݔ3
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Số nghiệm của phương trình (1) là số giao điểm của đồ thị ݕ = ݕ và (ݔ)′݂ = ଷݔ −  .ݔ3

Dựa vào đồ thị ta có (1) ⇔ ൥
ݔ = ܽ,−2 < ܽ < −1
ݔ = ܾ,−1 < ܾ < 0
ݔ = ܿ, ܿ > 2

. 

Bảng biến thiên 

 
Ta thấy hàm số ݕ =  .có ba điểm cực trị (ݔ)݃
Câu 15: Cho hàm số ݕ = ݕ Hàm số .(ݔ)݂ =  .có đồ thị như hình vẽ (ݔ)′݂

 
Số điểm cực trị của đồ thị hàm số ݕ = (ݔ)݃ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + 3)− ݔ)3 − 2)ଶ + ଵ

ଶ
ݔ) − 2)ସ là 

 A. 6. B. 7. C. 8. D. 9. 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có ݃′(ݔ) = ݔ)2 − ଶݔ)′݂(2 − ݔ4 + 3)− ݔ)6 − 2) + ݔ)2 − 2)ଷ 
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(ݔ)′݃ = ݔ)2 − ଶݔ)′݂](2 − ݔ4 + 3) + ଶݔ − ݔ4 + 1] 

(ݔ)′݃ = 0 ⇔ ൤ݔ = 2
ଶݔ)′݂ − ݔ4 + 3) = 2 − ଶݔ) − ݔ4 + 3) 

Từ đồ thị hàm số 

 
Ta có đường thẳng ݕ = 2− ݕ cắt đồ thị ݔ =  tại bốn điểm phân biệt có hoành độ (ݔ)′݂
là ݔ = ݔ;2− = ݔ;0 = ݔ;1 = 2. 

Vậy ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 2
ଶݔ − ݔ4 + 3 = −2
ଶݔ − ݔ4 + 3 = 0
ଶݔ − ݔ4 + 3 = 1
ଶݔ − ݔ4 + 3 = 2

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 2
ݔ = 1
ݔ = 3
ݔ = 2 ± √2
ݔ = 2 ± √3

 

Ta có BBT: 

 
Từ BBT suy ra đồ thị hàm số có 6 điểm cực trị. 
Câu 16: Cho hàm số ݂(ݔ). Hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) xác định, liên tục trên ℝ và có đồ thị như hình vẽ. 
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Hàm số ݃(ݔ) = −(ݔ)4݂ ସݔ +  ? ଶ có bao nhiêu điểm cực trịݔ6
 A. 0. B. 1. C. 3. D. 5. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: ݃(ݔ) = −(ݔ)4݂ ସݔ + ଶݔ6 ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = 4݂ᇱ(ݔ)− ଷݔ4 +  .ݔ12
⇒ ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ 4݂ᇱ(ݔ)− ଷݔ4 + ݔ12 = 0 ⇔ (ݔ)′݂ = ଷݔ − ݔ3 = ℎ(ݔ). 
ℎ(ݔ) = ଷݔ − ݔ3 ⇒ ℎᇱ(ݔ) = ଶݔ3 − 3. 

⇒ ℎᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଶݔ3 − 3 = 0 ⇔ ቂݔ = −1
ݔ = 1 . 

Ta có bảng biến thiên của hàm số ℎ(ݔ) = ଷݔ −  là ݔ3

 
Ta có đồ thị của hai hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) và ℎ(ݔ) = ଷݔ −  là ݔ3
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Dựa vào đồ thị ta thấy 2 đồ thị cắt nhau tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lần lượt là ݔ஺ < ஺భݔ <  .஺మݔ
Ta có bảng xét dấu của hàm số ݃ᇱ(ݔ) = 4݂ᇱ(ݔ)− ଷݔ4 +  là ݔ12

 
Dựa vào BBT, ta suy ra hàm số ݃(ݔ) = −(ݔ)4݂ ସݔ +  .ଶ có 3 điểm cực trịݔ6
Câu 17: Cho hàm số ݕ =  có bảng biến thiên như sau (ݔ)݂

 
Tìm giá trị cực trị của hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ − −(ݔ3 ଵ

ହ
ହݔ − ଶ

ଷ
ଷݔ + ݔ3 − ଶ

ଵହ
 trên đoạn [−1; 2] ? 

 A. 2022. B. 2019. C. 2020. D. 2021. 
Lời giải 

Chọn D 
݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) − 3)݂ᇱ(ݔଷ − −(ݔ3 ସݔ − ଶݔ2 + 3 = ଶݔ) − 1)[3݂ᇱ(ݔଷ − −(ݔ3 ଶݔ − 3] 

Mà ݔ ∈ [−1; 2] ⇒ ଷݔ − ݔ3 ∈ [−2; 2] ⇒ ݂ᇱ(ݔଷ − (ݔ3 < 0 ⇒ 3݂ᇱ(ݔଷ − −(ݔ3 ଶݔ − 3 < 0, do đó 
݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଶݔ − 1 = 0 ⇔ ݔ = ±1. 

Ta có bảng biến thiên của ݃(ݔ) trên đoạn[−1; 2] 
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Vậy giá trị cực trị của hàm số là ݃(1) = ݂(−2) + 2 = 2021. 

Câu 18: Cho hàm số ݕ =  như hình vẽ. Hỏi hàm (ݔ)′݂ xác định trên ℝ và có bảng xét dấu đạo hàm (ݔ)݂
số ݕ = ଶݔ)3݂ − 1) − ଺ݔ + ସݔ3 + ଶݔ9 + 2023 có ít nhất bao nhiêu điểm cực trị? 

 
 A. 1. B. 2. C. 3. D. 0. 

Lời giải 
Chọn C 
Xét hàm số: ݕ = (ݔ)݃ = ଶݔ)3݂ − 1) − ଺ݔ + ସݔ3 + ଶݔ9 + 2023 có TXĐ: ܦ = ℝ. 
Đạo hàm: ݃′(ݔ) = .ݔ6 ଶݔ)′݂ − 1)− ହݔ6 + ଷݔ12 + ݔ18 = .ݔ6 ଶݔ)′݂] − 1)− ସݔ + ଶݔ2 + 3]. 

⇒ (ݔ)′݃  = 0 ⇔ .ݔ6  ଶݔ)′݂] − 1) − ସݔ + ଶݔ2 + 3] = 0 ⇔  ൜ ݔ = 0
ଶݔ)′݂ − 1) − ସݔ + ଶݔ2 + 3 = 0. 

Ta luôn có ݔ = 0 là điểm cực trị (do nhân tử ݂′(ݔଶ − 1)− ସݔ + ଶݔ2 + 3 không thể có nghiệm bội lẻ ݔ =
0 nữa, vì vậy ta không phải quan tâm đến sự trùng nghiệm tại ݔ = 0). 
Xét phương trình: ݂′(ݔଶ − 1) − ସݔ + ଶݔ2 + 3 = 0. 
Đặt ݑ = ଶݔ − 1 ⇒ ଶݔ)′݂  − 1)− ସݔ + ଶݔ2 + 3 = 0 ⇔ −(ݑ)′݂  ଶݑ + 4 = 0. 
Xét dấu biểu thức ݂′(ݑ) − ଶݑ + 4 = 0 trên ℝ, ta có: 

 
⇒ Hàm số ݕ = ݔ đạt cực trị tại (ݔ)݃ = ±√3. 
Vậy hàm số ݕ =  .đạt cực trị tại ít nhất 3 điểm (ݔ)݃
Câu 19: Cho hàm số ݕ = ݕ ,(ݔ)݂ = ݕ liên tục trên ℝ, các hàm số (ݔ)݃ = ݂ᇱ(ݔ) và ݕ = ݃ᇱ(ݔ) có đồ thị 

như hình vẽ dưới đây (đồ thị ݕ = ݃ᇱ(ݔ) đậm hơn). 

 
Hàm số ݕ = ݔ)݂ + 1) − ݔ)݃ + 1) đạt cực tiểu tại điểm 
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 A. ݔ଴ = −1. B. ݔ଴ = −2. C. ݔ଴ = 0. D. ݔ଴ = −3. 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có: ݕᇱ = ݂ᇱ(ݔ + 1)− ݃ᇱ(ݔ + 1). 

Xét phương trình ݕᇱ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ + 1)− ݃ᇱ(ݔ + 1) = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ + 1) = ݃ᇱ(ݔ + 1) ⇔ ൥
ݔ + 1 = −2
ݔ + 1 = 0
ݔ + 1 = 1

⇔

൥
ݔ = −3
ݔ = −1
ݔ = 0

. 

Ta có bảng biến thiên: 

 
Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại ݔ = 0. 
Câu 20: Cho hàm số ݕ =  có đạo hàm liên tục trên ℝ và bảng xét dấu đạo hàm (ݔ)݂

 
Hàm sốݕ = ସݔ−)3݂ + ଶݔ4 − 6) + ଺ݔ2 − ସݔ3 −  ?ଶ có bao nhiêu điểm cực tiểuݔ12
 A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

Lời giải 
Chọn B 
Xét hàm số ݕ = (ݔ)݃ = ସݔ−)3݂ + ଶݔ4 − 6) + ଺ݔ2 − ସݔ3 − ܦ ଶ có tập xác địnhݔ12 = ℝ. 
Có ݃ᇱ(ݔ) = ଷݔ4−)3 + ସݔ−)ᇱ݂(ݔ8 + ଶݔ4 − 6) + ହݔ12 − ଷݔ12 −  ݔ24

= ଶݔ−)ݔ12 + 2)݂ᇱ(−ݔସ + ଶݔ4 − 6) + ସݔ)ݔ12 − ଶݔ − 2) 
= ଶݔ−)ݔ12 + 2)݂ᇱ(−ݔସ + ଶݔ4 − 6) + ଶݔ)ݔ12 − ଶݔ)(2 + 1) 

= ଶݔ−)ݔ12 + 2)[݂ᇱ(−ݔସ + ଶݔ4 − 6) − ଶݔ) + 1)] 
Có −ݔସ + ଶݔ4 − 6 = ସݔ)− − ଶݔ4 + 6) = ଶݔ)]− − 2)ଶ + 2] = ଶݔ)− − 2)ଶ − 2 ≤ ⇒ ݔ∀,2− ݂ᇱ[−(ݔଶ −
2)ଶ − 2] < 0, (theo bbt). 
Suy ra [݂ᇱ(−ݔସ + ଶݔ4 − 6) − ଶݔ) + 1)] < 0 

Do đó ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଶݔ−)ݔ12 + 2) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = −√2
ݔ = √2

. 

Bảng biến thiên: 

x

f '(x)

-∞ +∞- 2 2

0 0 _+_
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Dựa vào bảng biến thiên hàm số ݕ =  .có hai điểm cực tiểu (ݔ)݃
Câu 21: Cho hàm số ݕ = ݕ liên tục và có đạo hàm trên ℝ. Biết hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình 

bên dưới. Tìm số điểm cực đại của đồ thị hàm số ݃(ݔ) = ସݔ)3݂ − ଶݔ2 + 2) − ଺ݔ2 − ସݔ6 +
 .ଶݔ18

 
 A. 2. B. 3. C. 1. D. 4. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݃(ݔ) = ସݔ)3݂ − ଶݔ2 + 2) − ଺ݔ2 − ସݔ6 +  ଶݔ18
⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ଷݔ4)3 − ସݔ)ᇱ݂.(ݔ4 − ଶݔ2 + 2) − ହݔ12 − ଷݔ24 +  ݔ36
Cho ݃ᇱ(ݔ) = ଷݔ4)3 ⇔ 0 − ସݔ)ᇱ݂.(ݔ4 − ଶݔ2 + 2)− ହݔ12 − ଷݔ24 + ݔ36 = 0 
ଷݔ4)3 ⇔ − ସݔ)ᇱ݂.(ݔ4 − ଶݔ2 + 2)− ହݔ12) + ଷݔ24 − (ݔ36 = 0 
ଷݔ4)3 ⇔ − .(ݔ4 [݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2) − ଶݔ) + 3)] = 0 

⇔ ൤4ݔ
ଷ − ݔ4 = 0

݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2)− ଶݔ) + 3) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = ±1
݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2) = ଶݔ + 3

 

Nhận thấy: ݔସ − ଶݔ2 + 2 = ଶݔ) − 1)ଶ + 1 ≥ ݔ∀,1 ∈ ℝ 
Kết hợp với đồ thị hàm số ݕ = ݂ᇱ(ݔ) suy ra ݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2) ≤ ݔ∀,0 ∈ ℝ 
Mặt khác ݔଶ + 3 > ݔ∀,0 ∈ ℝ 
Do đó ݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2) = ଶݔ + 3 ⇔ ݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2)− ଶݔ) + 3) < ݔ∀,0 ∈ ℝ 
⇒ phương trình ݂ᇱ(ݔସ − ଶݔ2 + 2) = ଶݔ + 3 vô nghiệm 
Vậy phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂݔ = 0

ݔ = ±1 
Ta có bảng biến thiên của hàm số ݕ =  (ݔ)݃
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Từ BBT ⇒ ݕ =  .có 2 điểm cực đại (ݔ)݃
Câu 22: Cho hàm số ݕ =  có đạo hàm liên tục trên ℝ và bảng biến thiên (ݔ)݂

 
Hàm số ݃(ݔ) = ସݔ−)15݂ + ଶݔ4 − 6) + ଺ݔ10 − ସݔ15 − ଴ݔ ଶ đạt cực tiểu tạiݔ60 < 0. Chọn mệnh đề 
đúng? 
 A. ݔ଴ ∈ ቀ−

ହ
ଶ

;−2ቁ. B. ݔ଴ ∈ ቀ−2;− ଷ
ଶ
ቁ. C. ݔ଴ ∈ ቀ−

ଷ
ଶ

;−1ቁ. D. ݔ଴ ∈ (−1; 0). 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có ݃(ݔ) = ଷݔ−)60 + ସݔ−)′݂(ݔ2 + ଶݔ4 − 6) + ହݔ)60 − ଷݔ −  (ݔ2

= ଷݔ−)]60 + ସݔ−)′݂(ݔ2 + ଶݔ4 − 6) + ଶݔ) + ଷݔ)(1 −  [(ݔ2
= ଷݔ−)60 + ସݔ−)′݂](ݔ2 + ଶݔ4 − 6)− ଶݔ) + 1)] 

(ݔ)′݃ = 0 ⇔ ଷݔ−)60 + ସݔ−)′݂](ݔ2 + ଶݔ4 − 6) − ଶݔ) + 1)] = 0

⇔

⎣
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = √2
ݔ = −√2
ସݔ−)′݂ + ଶݔ4 − 6)− ଶݔ) + 1) = 0

 

ସݔ− + ଶݔ4 − 6 = −2 − ସݔ) − ଶݔ4 + 4) = −2− ଶݔ) − 2)ଶ ≤ −2 ⇒ ସݔ−)′݂ + ଶݔ4 − 6) ≤ 0 
Mà −(ݔଶ + 1) < 0 ⇒ ସݔ−)′݂ + ଶݔ4 − 6) − ଶݔ) + 1) < ݔ∀ 0 ∈ ℝ nên phương trình ݂′(−ݔସ + ଶݔ4 −
6) − ଶݔ) + 1) = 0 vô nghiệm. 
Ta có BBT của ࢍ′(࢞) như sau 

 
Hàm số ݃(ݔ) đạt cực tiểu tại ݔ଴ < 0 nên suy ra hàm số ݃(ݔ) đạt cực tiểu tại ݔ଴ = −√2. ⇒ ଴ݔ ∈
ቀ− ଷ

ଶ
;−1ቁ. 

Câu 23: Cho hàm số ݕ =  có bảng biến thiên (ݔ)݂

+ –0 0–

+ ∞2– 2– ∞

f '(x)

x

g x)

00

2– 2x

g '(x)

– ∞ 0 + ∞

0– + – +
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Số điểm cực đại và cực tiểu của hàm số ݕ = ݂ଶ(2ݔ)− (ݔ2)2݂ + 1 lần lượt là 
 A. 2; 3. B. 3; 2. C. 1; 1. D. 2; 2. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có ݕᇱ = .(ݔ2)ᇱ݂.(ݔ2)2݂ 2 − 4݂ᇱ(2ݔ) = 4݂ᇱ(2ݔ)[݂(ݔ2)− 1] 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤݂
ᇱ(2ݔ) = 0
(ݔ2)݂ = 1 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ2 = −1
ݔ2 = 2
ݔ2 = ݉ ∈ (−∞;−1)
ݔ2 = ݊ ∈ (−1; 2)
ݔ2 = ݌ ∈ (2; +∞)

 

Ta có bảng xét dấu đạo hàm của hàm số ݕ = ݂ଶ(2ݔ)− (ݔ2)2݂ + 1 

 
Ta thấy ࢟ᇱ có ba lần đổi dấu từ âm sang dương, hai lần đổi dấu từ dương sang âm. 
Vậy hàm số ࢟ = −૛(૛࢞)ࢌ ૛ࢌ(૛࢞) + ૚ có hai điểm cực đại và ba điểm cực tiểu. 
Câu 24: Cho hàm số ࢟ =  có bảng biến thiên như sau (࢞)ࢌ

 
Hàm số ݃(ݔ) = 2݂ଷ(ݔ) + 4݂ଶ(ݔ) + 1 có nhiều nhất bao nhiêu điểm cực tiểu? 
 A. 4 B. 9 C. 5 D. 7 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = 6݂ଶ(ݔ).݂ᇱ(ݔ) + (ݔ)ᇱ݂.(ݔ)8݂ = 0 

⇔ ൦

(ݔ)݂ = 0
݂ᇱ(ݔ) = 0

(ݔ)݂ = −
4
3

 

Dựa vào bảng biến thiên ta có: 

݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = ±1,

 
(ݔ)݂ = 0 ⇔ ൤ݔ = ଵݔ

ݔ = ଶݔ
,
 
(ݔ)݂ = − ସ

ଷ
⇔ ൦

ݔ = ܽ
ݔ = ܾ
ݔ = ܿ
ݔ = ݀
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thỏa mãn: ݔଵ < ܽ < −1 < ܾ < 0 < ܿ < 1 < ݀ <  ଶݔ
Khi đó để có nhiều điểm cực tiếu nhất thì xét dấu của ݃ᇱ(ݔ) có dạng: 

 
Do đó hàm số có nhiều nhất ૞ điểm cực tiểu. 
Câu 25: Cho hàm số có đồ thị như hình vẽ. 

 

Tìm số điểm cực trị của hàm số . 

 A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

Chọn D 
 

 

 

 

Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại điểm phân biệt suy ra phương trình có nghiệm phân 
biệt . 
Từ đồ thị hàm số suy ra hàm số có điểm cực trị phân biệt suy ra có 
nghiệm phân biệt lần lượt khác các giá trị . 
Từ, suy ra phương trình có nghiệm đơn. 
Vậy hàm số có điểm cực trị. 
Câu 26: Cho hàm số bậc ba ݕ =  .liên tục trên ℝvà có đồ thị như hình vẽ(ݔ)݂

 y f x

     4 23 2 5F x f x f x  

6 3 5 7

               4 2 33 2 5 ' 12 ' 4 'F x f x f x F x f x f x f x f x     

        2' 4 ' 3 1F x f x f x f x 

     ' 0 ' 0F x f x f x  

 
 
 

0
' 0

' 0

f x
F x

f x


  


 f x 4   0f x  4

1 2 3 4, , ,x x x x
 f x  f x 3 5 6 7, ,x x x  ' 0f x  3

5 6 7, ,x x x 1 2 3 4, , ,x x x x
 ' 0F x  7

 F x 7
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Số điểm cực trị của hàm số ݕ = ݂൫ඥ2݂(ܿݏ݋ ൯trên đoạn ቂగ(ݔ

ଶ
 .ቃߨ;

 A. 1. B. 0. C. 2. D. 3. 
Lời giải 

Chọn A 
Hàm số bậc ba ݕ = có dạng (ݔ)݂  3 2f x ax bx cx d    (ܽ ≠ 0). 
Đồ thị hàm số đi qua gốc tọa độ ܱnên ݀ = 0. 
Mặt khác đồ thị hàm số đi qua các điểm (−1; 2), (1;−2), (2; 2)nên ta có hệ phương trình: 

൝
−ܽ + ܾ − ܿ = 2
ܽ + ܾ + ܿ = −2
4ܽ + 2ܾ + ܿ = 1

⇔ ൝
ܽ = 1
ܾ = 0
ܿ = −3

. 

Do đó ݂(ݔ) = ଷݔ −  .ݔ3
Đặt ݐ = ݏ݋ܿ ݔ , ݔ ∈ ቂగ

ଶ
ቃߨ; ⇒ ݐ ∈ [−1; 0] ⇒ ݏ݋ܿ)݂ (ݔ = (ݐ)݂ = ଷݐ − ݐ vớiݐ3 ∈ [−1; 0]. 

Ta có ݂ᇱ(ݐ) = ଶݐ3 − 3 < ݐ∀;0 ∈ [−1; 0] ⇒ ;nghịch biến trên [−1(ݐ)݂ 0] 
Suy ra 2݂(ݐ) ∈ [2݂(0); 2݂(−1)]hay 2݂(ݐ) ∈ [0; 4]. 
Đặt ݑ = ඥ2݂(ݐ) ⇒ ݑ ∈ [0; 2] ⇒ ݕ = (ݑ)݂ = ଷݑ − ݑ vớiݑ3 ∈ [0; 2]. 
Ta có ݂ᇱ(ݑ) = ଶݑ3 − 3 ⇒ ݂ᇱ(ݑ) = 0 ⇔ ݑ = 1 ∈ [0; 2]. 
Bảng biến thiên của ݂(ݑ) 

 
Dựa vào bảng biến thiên suy ra hàm số ݂(ݑ)có 1điểm cực trị trên đoạn [0; 2]hay 
hàm số ݕ = ݂൫ඥ2݂(ܿݏ݋ ൯có 1điểm cực trị trên đoạn ቂగ(ݔ

ଶ
 .ቃߨ;

Câu 27: Cho hàm số ݂(ݔ) có bảng xét dấu của đạo hàm như sau: 

 
Đặt ݃(ݔ) = (ଶݔ)݂ + ݁௫యିଷ௫మାଵ. Khẳng định nào sau đây sai? 
 A. Hàm số ݕ = ݔ đạt cực đại tại (ݔ)݃ = 0. 
 B. Hàm số ݕ = ;đồng biến trên khoảng (−1 (ݔ)݃ 1). 
 C. Hàm số ݕ = ;nghịch biến trên khoảng (0 (ݔ)݃ 1). 
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 D. ݃(−3)− ݃(−2) < 0. 
Lời giải 

Chọn B 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = (ଶݔ)ᇱ݂ݔ2 + ଶݔ3) − .(ݔ6 ݁௫యିଷ௫మାଵ = (ଶݔ)2݂ᇱൣݔ + ݔ3) − 6)݁௫యିଷ௫మାଵ൧ 

݂ᇱ(ݔଶ) = 0 ⇔ ଶݔ ∈ {1; 4} ⇔ ݔ ∈ {±1; ±2} 
ݔ3) − 6)݁௫యିଷ௫మାଵ = 0 ⇔ ݔ = 2. 
Ta có bảng xét dấu: 

 
(kxđ: không xác định) 
Dựa vào bảng xét dấu, ta chọn ܤ. 
Câu 28: Cho hàm số ݕ = ݕ hàm số ,(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)có đồ thị như hình vẽ. Hàm số ݃(ݔ) = 2݂ ቀହ ௦௜௡ ௫ିଵ

ଶ
ቁ+

(ହ ௦௜௡ ௫ିଵ)మ

ସ
+ 3có bao nhiêu điểm cực trị trên khoảng (0;  ?(ߨ2

 
 A. 9. B. 7. C. 6. D. 8. 

Lời giải 
Chọn B 

 
Ta có ݃(ݔ) = 2݂ ቀହ ௦௜௡ ௫ିଵ

ଶ
ቁ+ ቀହ ௦௜௡ ௫ିଵ

ଶ
ቁ
ଶ

+ 3 
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݃ᇱ(ݔ) =
5 ݏ݋ܿ ݔ

2 ൤2݂ᇱ ൬
5 ݊݅ݏ ݔ − 1

2 ൰ + 2. ൬
5 ݊݅ݏ ݔ − 1

2 ൰൨ = 0

⇔ ൥
ݏ݋ܿ ݔ = 0

2݂ᇱ ൬
5 ݊݅ݏ ݔ − 1

2 ൰+ 2. ൬
5 ݊݅ݏ ݔ − 1

2 ൰ = 0 

Đặt ݐ = ହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

vì ݔ ∈ (0; (ߨ2 ⇒ ݐ ∈ [−3; 2] 

Khi đó: 2݂ᇱ ቀହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

ቁ+ 2. ቀହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

ቁ = 0thành ݂ᇱ(ݐ) = ݐ− ⇔

⎣
⎢
⎢
⎡
ݐ = 1
ݐ = ଵ

ଷ
ݐ = −1
ݐ = −3

 

�Với ݐ = 1 ⇒ ହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

= 1 ⇔ ݊݅ݏ ݔ = ଷ
ହ
⇔ ൤ݔ = ଵߙ ∈ (0; (ߨ2

ݔ = ଶߙ ∈ (0;  .(ߨ2

�Với ݐ = ଵ
ଷ
⇒ ହ ௦௜௡ ௫ିଵ

ଶ
= ଵ

ଷ
⇔ ݊݅ݏ ݔ = ଵ

ଷ
⇔ ൤ݔ = ଷߙ ∈ (0; (ߨ2

ݔ = ସߙ ∈ (0;  .(ߨ2

�Với ݐ = −1 ⇒ ହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

= −1 ⇔ ݊݅ݏ ݔ = − ଵ
ହ
⇔ ൤ݔ = ହߙ ∈ (0; (ߨ2

ݔ = ଺ߙ ∈ (0;  .(ߨ2

�Với ݐ = −3 ⇒ ହ ௦௜௡ ௫ିଵ
ଶ

= −3 ⇔ ݊݅ݏ ݔ = −1 ⇔ ݔ = ଷగ
ଶ
∈ (0;  .(ߨ2

ݏ݋ܿ� ݔ = 0 ⇔ ൥
ݔ = గ

ଶ
∈ (0; (ߨ2

ݔ = ଷగ
ଶ
∈ (0; (ߨ2

. 

Vì ݔ = ଷగ
ଶ

là nghiệm kép nên không là điểm cực trị của hàm số ݕ =  .(ݔ)݃
Vậy hàm số ݕ = ;có 7điểm cực trị trên khoảng (0(ݔ)݃  .(ߨ2
Dạng 5: Cực trị hàm hợp f(u), g(f(x)),hàm liên kết…có tham số 
Câu 38: Cho hàm số ݕ =  liên tục trên ℝ và có bảng xét dấu đạo hàm như sau (ݔ)݂

 
Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số ݉ để hàm số ݃(ݔ) = ݔ)݂ + ݉) đồng biến trên khoảng (0; 2). 
 A. 3. B. 4. C. 2. D. 1. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ giả thiết suy ra hàm số ݕ = ;đồng biến trên các khoảng (−1 (ݔ)݂ 1), (1; 3) và liên tục tại ݔ = 1nên 
đồng biến trên (−1; 3). 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ + ݉) và ݔ ∈ (0; 2) ⇔ ݔ + ݉ ∈ (݉;݉ + 2). 
;đồng biến trên khoảng (0 (ݔ)݃ 2) ⇔ (݉; 2 + ݉) ⊂ (−1; 3) ⇔ ቄ݉ ≥ −1

2 + ݉ ≤ 3 ⇔ −1 ≤ ݉ ≤ 1. 
Vì ݉ ∈ ℤ nên ݉ có 3 giá trị là ݉ = −1;݉ = 0;݉ = 1. 
Câu 44: Cho ݕ =  là hàm số bậc ba và có bảng biến thiên như hình vẽ (ݔ)݂
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Có bao nhiêu giá trị nguyên ݉ ∈ (−5; 5) để hàm số ݃(ݔ) = (ݔ)݂)݂ + ݉) có 4 điểm cực trị? 
 A. 5. B. 6. C. 7. D. 8. 

Lời giải 
Chọn B 

݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ).݂ᇱ(݂(ݔ) + ݉). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔  ൤݂
ᇱ(ݔ) = 0
݂ᇱ(݂(ݔ) + ݉) = 0 

⇔  ൦

ݔ = −2
ݔ = 2
(ݔ)݂ + ݉ = −2 
(ݔ)݂ + ݉ = 2

⇔ ൦

ݔ = −2
ݔ = 2
(ݔ)݂ + 2 = −݉ 
−(ݔ)݂ 2 = −݉

, trong đó ݔ = −2 và ݔ = 2 là hai nghiệm bội lẻ. 

Đặt ଵ݂(ݔ) = (ݔ)݂ + 2 và ଶ݂(ݔ) = −(ݔ)݂ 2, ta có đồ thị sau 

 
Với ቄ݉ ∈ (−5; 5)

݉ ∈ ℤ
 và nhìn vào đồ thị, ta thấy hàm số ݃(ݔ) có 4 điểm cực trị  ݃ᇱ(ݔ) = 0 có 4 nghiệm 

bội lẻ⇔ ݉ ∈ {−4;−3;−1; 1; 3; 4}.. 
Câu 29: Cho hàm số ݕ = ݕ có đồ thị(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ)như hình vẽ và ݂ᇱ(ݔ) < ݔ∀0 ∈ (−∞;−3,4) ∪ (9; +∞). 

Đặt ݃(ݔ) = ݔ݉−(ݔ)݂ + 5với ݉ ∈ ℕ. Có bao nhiêu giá trị của ݉để hàm số ݕ =  có đúng(ݔ)݃
hai điểm cực trị? 
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 A. 8. B. 11. C. 9. D. 10. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ)−݉. Suy rA. ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = ݉. 
Do đó: Số nghiệm của phương trình ݃ᇱ(ݔ) = 0tương đương với số giao điểm của đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ)và 
đường thẳng ݕ = ݉. 
Nhận xét: Hàm số ݕ = (ݔ)có đúng hai điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình ݃ᇱ(ݔ)݃ = 0có số nghiệm 
lớn hơn bằng 2, trong đó có đúng 2nghiệm đơn. 

Dựa vào đồ thị và các lập luận trên, suy ra ቂ݉ ≤ 5
10 ≤ ݉ < 13, 

mà ݉ ∈ ℕnên ݉ ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5; 10; 11; 12}. 
Vậy có 9giá trị ݉thỏa mãn. 
Câu 30: Cho hàm số ݕ = ݕ có đồ thị hàm số (ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) (như hình vẽ). Gọi ܵ là tập tất cả các giá trị 

nguyên của tham số ݉ thuộc khoảng (−5; 5) sao cho hàm số ݕ = ݔ݉−(ݔ)݂ + 2020 có đúng 
một điểm cực trị. Tổng các phần tử của ܵ bằng 

 
 A. −5.−3. B. 2. C. −1. D. Lời giải 
Chọn B 
Ta có ݕᇱ = ݂ᇱ(ݔ)−݉ ; ݕᇱ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ)−݉ = 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) = ݉(1). 
Hàm số có đúng một điểm cực trị khi phương trình (1) có nghiệm duy nhất hoặc có hai nghiệm trong đó 
có 1 nghiệm kép ⇒ ቂ݉ ≤ −1

݉ ≥ 3  
Vì ݉ ∈ (−5; 5) ⇒ ݉ ∈ −5;−1 ∪ 3; 5). 
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Mặt khác ݉ nguyên nên ݉ ∈ {−4;−3;−2;−1; 3; 4} ⇒ ܵ = {−4;−3;−2;−1; 3; 4}. 
Tổng các phần tử của ܵ bằng: −4 − 3 − 2− 1 + 3 + 4 = −3. 
Câu 31: Cho hàm số ݕ = (ݔ)݂ = ݔ| − 1| + ݔ| − 5| + ݔ| − 8|. Hỏi có bao nhiêu giá trị nguyên của tham 

số ݉ ∈ [−23; 23] để hàm số ݕ = |ݔ|)݂ + ݉) có ba điểm cực trị? 
 A. 46. B. 27. C. 19. D. 28. 

Lời giải 
Chọn D 
+ Xét hàm số ݕ = (ݔ)݂ = ݔ| − 1| + ݔ| − 5| + ݔ| − 8| có bảng biến thiên kép như hình vẽ: 

 
+ Hàm số ݂(ݔ) có điểm cực trị là ݔ = 5 → hàm số ݂(ݔ + ݉) có một điểm cực trị là: ݔ = (5 −݉). 
+ Hàm số ݂(|ݔ| + ݉) có 3 điểm cực trị thì hàm số: ݂(ݔ + ݉) phải có một điểm cực trị dương 
+ Suy ra: 5 −݉ > 0 ⇔ ݉ < 5 ⇒ −23 ≤ ݉ ≤ 4 ⇒ có 28 giá trị nguyên của ݉ thỏa mãn. 
Câu 34: Cho hàm số ݕ =  có đồ thị là một đường parabol như hình vẽ bên dưới. Gọi ܵ là tập chứa tất (ݔ)݂

cả các giá trị thực của tham số ݉ để hàm số ݕ = .ݔ3 (ݔ)݂) + ݉) có hai điểm cực trị. Tập ܵ là 

 
 A. ቀ−∞; ଵସ

ଽ
ቁ. B. ቀ−2; ଵଵ

଺
ቁ. C. ቀଵଵ

ଶ
; +∞ቁ. D. (0; +∞). 

Lời giải 
Chọn A 
Từ đồ thị hàm số ta thấy parabol có dạng: ݕ = (ݔ)݂ = ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ v à đi qua các điểm (0; 2); (1; 0); 
(3; 0). 

Ta có hệ phương trình: ൝
ܿ = 2
ܽ + ܾ + ܿ = 0
9ܽ + 3ܾ + ܿ = 0

⇔ ൞
ܽ = ଶ

ଷ

ܾ = − ଼
ଷ

ܿ = 2

⇒ (ݔ)݂ = ଶ
ଷ
ଶݔ − ଼

ଷ
ݔ + 2 

Suy ra hàm số ݕ = .ݔ3 (ݔ)݂) + ݉) = ݔ3 ቂଶ
ଷ
ଶݔ − ଼

ଷ
ݔ + 2 + ݉ቃ = ଷݔ2 − ଶݔ8 + 3(݉ +  ݔ(2

′ݕ = ଶݔ6 − ݔ16 + 3(݉ + 2) 
′ݕ = 0 ⇔ ଶݔ6 − ݔ16 + 3(݉ + 2) = 0 có 2 nghiệm phân biệt ⇔ (−8)ଶ − 3.6(݉ + 2) > 0 ⇔ ݉ < ଵସ

ଽ
. 

Câu 36: Cho hàm số ݕ = ݕ Hàm số .(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình bên. Tìm ݉ để hàm số ݕ =
ଶݔ)݂ + ݉) có 3 điểm cực trị? 
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 A. ݉ ∈ [0; 3]. B. ݉ ∈ 0; 3). C. ݉ ∈ (3; +∞). D. ݉ ∈ (−∞; 0). 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = 3

 và ݂ᇱ(ݔ) không đổi dấu khi qua 1 hay 1 là nghiệm bội chẵn. 

ᇱݕ = ଶݔ)݂] + ݉)]ᇱ = ݂ᇱ(ݔଶ + ݉).  ݔ2

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤݂
ᇱ(ݔଶ + ݉) = 0
ݔ = 0

⇔ ൦

ଶݔ + ݉ = 0
ଶݔ + ݉ = (ܮ)1
ଶݔ + ݉ = 3
ݔ = 0

⇔ ൥
ଶݔ = −݉
ଶݔ = 3−݉
ݔ = 0

. 

Hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉) có 3 điểm cực trị  ᇱݕ = 0 có 3 nghiệm phân biệt và ݕᇱđổi dấu khi qua ba nghiệm 
đó ⇔݉ ∈ 0; 3). 
Câu 39: Cho hàm số ݂(ݔ)xác định, liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ: 

 
Để hàm số ݕ = ଶݔܽ)݂ + ݔܾ + 1), với ܽ,ܾ ≠ 0có năm cực trị thì điều kiện cần và đủ là 
 A. 4ܽ < ܾଶ ≤ 8ܽ. B. ܾଶ ≤ 4ܽ. C. 4ܽ ≤ ܾଶ < 8ܽ. D. ܾଶ ≥ 8ܽ. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: ݕ′ = ݔ2ܽ) + ଶݔܽ)′݂.(ܾ + ݔܾ + 1); 

′ݕ = 0 ⇔ ൤2ܽݔ + ܾ = 0
ଶݔܽ)′݂ + ݔܾ + 1) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ = −

ܾ
2ܽ

ଶݔܽ + ݔܾ + 1 = 0
ଶݔܽ + ݔܾ + 1 = −1
ଶݔܽ + ݔܾ + 1 = 1

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ = −

ܾ
2ܽ

ݔ = 0

ݔ = −
ܾ
ܽ

ଶݔܽ + ݔܾ + 1 = 0(1)
ଶݔܽ + ݔܾ + 2 = 0(2)

 

Để hàm số ݕ = ଶݔܽ)݂ + ݔܾ + 1), với ܽ,ܾ ≠ 0có năm cực trị thì điều kiện cần và đủ là phương trình ݕ′ = 0có 
5 nghiệm đơn phân biệt 

2

30 1 2 x

y
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TH1: (1) có 2 nghiệm phân biệt ∉ ቄ− ௕
ଶ௔

;− ௕
௔

; 0ቅ, phương trình (2) vô nghiệm hoặc có nghiệm kép. 

⇔ ൜ܾ
ଶ − 4ܽ > 0
ܾଶ − 8ܽ ≤ 0

⇔ 4ܽ < ܾଶ ≤ 8ܽ 

TH2: (2) có 2 nghiệm phân biệt ∉ ቄ− ௕
ଶ௔

;− ௕
௔

; 0ቅ, phương trình (1) vô nghiệm hoặc có nghiệm kép. 

⇔ ൜ܾ
ଶ − 4ܽ ≤ 0
ܾଶ − 8ܽ > 0

⇔ 8ܽ < ܾଶ ≤ 4ܽvô lý. 

Câu 41: Cho hàm số ݕ = ݕ là một đa thức. Hàm số (ݔ)݂ trong đó ,(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình vẽ 
sau: 

 
Hỏi có nhiêu giá trị nguyên của ݉ thuộc (−5; 5) để hàm số ݕ = (ݔ)݃ = ଶݔ)݂ − |ݔ|2 + ݉) có 9 điểm cực 
trị? 
 A. 2. B. 3. C. 4. D. 1. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có hàm ݕ =  .ݕܱ là hàm số chẵn nên đồ thị đối xứng qua trục (ݔ)݃
Xét ݔ ≥ ݕ ,0 = (ݔ)݃ = ଶݔ)݂ − ݔ2 + ᇱݕ ,(݉ = ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − 2)݂ᇱ(ݔଶ − ݔ2 + ݉). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ2) − 2)݂ᇱ(ݔଶ − ݔ2 + ݉) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ = 1(nghieäm®¬n)
ଶݔ − ݔ2 + ݉ = −2(nghieäm®¬n)
ଶݔ − ݔ2 + ݉ = −1(nghieäm®¬n)
ଶݔ − ݔ2 + ݉ = 1(nghieäm®¬n)
ଶݔ − ݔ2 + ݉ = 2(݊݃ℎ݅݁äܾ݉ܽäܿܿℎܽü݊)

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ݔ⎡ = 1(nghieäm®¬n)
ݔ) − 1)ଶ = −1 −݉(nghieäm®¬n)
ݔ) − 1)ଶ = −݉(nghieäm®¬n)
ݔ) − 1)ଶ = 2 −݉(nghieäm®¬n)
ݔ) − 1)ଶ = 3 −݉(݊݃ℎ݅݁äܾ݉ܽäܿܿℎܽü݊)

. 

Để hàm số có 9 cực trị thì hàm số ݕ = ݔ có 4 điểm cực trị trên miền (ݔ)݃ > 0 ⇔ ݃ᇱ(ݔ) có 4 nghiệm đơn 

dương ൝
−1 −݉ > 0
−݉ > 0
2 −݉ > 0

⇔ ൝
݉ < −1
݉ < 0
݉ < 2

⇔ ݉ < −1, kết hợp ݉ ∈ ℤ, ݉ ∈ (−5; 5) nên ݉ ∈ {−4;−3;−2}. 
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Câu 42: Cho hàm số đa thức bậc bốn ݕ = ݔ biết hàm số có ba điểm cực trị ,(ݔ)݂ = −3, ݔ  = ݔ,3 = 5. Có 
tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số ݉ sao cho hàm số ݃(ݔ) = ݂൫݁௫యାଷ௫మ −݉൯ có đúng 
7 điểm cực trị 

 A. 3 B. 4 C. 5 D. 6 
Lời giải 

Chọn D 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) + .௫యାଷ௫మ݁(ݔ6 ݂ᇱ൫݁௫యାଷ௫మ −݉൯ 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଶݔ3) + .௫యାଷ௫మ݁(ݔ6 ݂ᇱ൫݁௫యାଷ௫మ −݉൯ = 0 

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0 
ݔ = −2
݁௫యାଷ௫మ −݉ = −3
݁௫యାଷ௫మ −݉ = 3
݁௫యାଷ௫మ −݉ = 5

 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = −2
݁௫యାଷ௫మ = ݉ − 3,  (1)
݁௫యାଷ௫మ = ݉ + 3,  (2)
݁௫యାଷ௫మ = ݉ + 5,  (3)

 . 

Hàm số ݃(ݔ) có 7 điểm cực trị khi và chỉ khi tổng số nghiệm đơn và bội lẻ, khác 0 và −2 của các phương 
trình (1), (2), (3) là 5. 
Xét hàm số ℎ(ݔ) = ݁௫యାଷ௫మ có ℎᇱ(ݔ) = ଶݔ3) +  .௫యାଷ௫మ݁(ݔ6
Ta có ℎᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂ ݔ = 0

ݔ = −2. 
Bảng biến thiên: 

 
Khi đó có 3 trường hợp sau: 
Trường hợp 1: 

 
Khi đó: ൜ ݉ + 3 ≥ ݁ସ 

1 < ݉ − 3 < ݁ସ
⇔ ൜ ݉ ≥ ݁ସ − 3 ≈ 51,6 

4 < ݉ < ݁ସ + 3 ≈ 57,6
 

Do ݉ nguyên nên ݉ ∈ {52; 53; 54; 55; 56; 57}. 
Trường hợp 2: 
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Khi đó: ൝
݉ + 5 ≥ ݁ସ
1 < ݉ + 3 < ݁ସ
0 < ݉ − 3 ≤ 1

⇔ ൝
݉ > ݁ସ − 5 ≈ 49,6
−2 < ݉ < ݁ସ − 3
3 < ݉ ≤ 4

⇔ ݉ ∈ ∅. 

Trường hợp 3: 

 

Khi đó: ൝
1 < ݉ + 5 < ݁ସ
݉ + 3 ≤ 1 
݉ − 3 > 0 

⇔ ൝
−4 < ݉ < ݁ସ − 5 ≈ 49,6
݉ ≤ −2
݉ > 3

⇔݉ ∈ ∅. 

Vậy có 6 giá trị nguyên của tham số ݉ thỏa yêu cầu bài toán. 
Câu 46: Cho hàm số ݕ = (ݔ)݂ = ସݔ + ଷݔܽ + ଶݔܾ + ݔܿ + ݀ có đồ thị ݕ = ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ và ݂(0) =

0. 

 
Tìm tất cả các giá trị của tham số ݉ để hàm số ݕ = ݂൫݂(ݔ)− ݂(݉)൯ có đúng 11 điểm cực trị ? 
 A. ݉ ∈ (0; 1). B. ݉ ∈ ൫1− √2; 1 + √2൯. 

 C. ቊ݉ ∈ ൫1− √2; 1 + √2൯
݉ ∉ {0; 1; 2}

. D. ݉ ∈ (0; 2). 

Lời giải 
Chọn C 
+) ݂ᇱ(ݔ) = ݔ)ݔ4 − ݔ)(1 − 2) = ଷݔ4 − ଶݔ12 + ݔ8 ⇒ (ݔ)݂ = ସݔ − ଷݔ4 + ଶݔ4 + ݀. 
+) Do ݂(0) = 0 ⇒ ݀ = 0 suy ra ݂(ݔ) = ସݔ − ଷݔ4 +  .ଶݔ4
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(ݔ)݂ = 1 ⇔ ସݔ − ଷݔ4 + ଶݔ4 − 1 = 0 ⇔ ൥
ݔ = 1
ݔ = 1 − √2
ݔ = 1 + √2

. 

+) Bảng biến thiên 

 
Đặt ݃(ݔ) = ݂൫݂(ݔ)− ݂(݉)൯ ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ൫݂(ݔ)− ݂(݉)൯.݂ᇱ(ݔ) 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቈ
݂ᇱ(ݔ) = 0
݂ᇱ൫݂(ݔ)− ݂(݉)൯ = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = 2
(ݔ)݂ = ݂(݉)(1)
(ݔ)݂ = ݂(݉) + 1(2)
(ݔ)݂ = ݂(݉) + 2(3)

 

Dựa vào bảng biến thiên, ta suy ra ݂(݉) ≥ ݔ∀,0 ∈ ℝ nên ta xét các trường hợp 
* Trường hợp 1: ݂(݉) = 0, khi đó 
Phương trình (1) cho 2 nghiệm kép ݔ = ݔ;0 = 2. 
Phương trình (2) cho 3 nghiệm: ݔ = 1 là nghiệm kép và 2 nghiệm đơn ݔଵ,ݔଶ ∉ ൫1 − √2; 1 + √2൯. 
Phương trình (3) cho 2 nghiệm đơn ݔଷ,ݔସ ∉ ൫1− √2; 1 + √2൯. 
Suy ra hàm số ݕ = ݔ có tất cả 7 điểm cực trị là (ݔ)݃ ∈ {0; 1; ;ଶݔ;ଵݔ;2  .ସ} (loại)ݔ;ଷݔ
* Trường hợp 2: ݂(݉) > 0, khi đó phương trình (2) và (3) luôn cho 4 nghiệm không thuộc khoảng 
൫1− √2; 1 + √2൯. 
Vậy hàm số ݕ =  có 11 điểm cực trị ⇔ phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt (ݔ)݃
⇔ 0 < ݂(݉) < 1. 

Dựa vào bảng biến thiên của hàm số ݕ = ta có: 0 (ݔ)݂ < ݂(݉) < 1 ⇔ ቊ݉ ∈ ൫1− √2; 1 + √2൯
݉ ∉ {0; 1; 2}

. 

Vậy ቊ݉ ∈ ൫1 − √2; 1 + √2൯
݉ ∉ {0; 1; 2}

. 

Câu 48: Cho hàm số ݂(ݔ) có đạo hàm liên tục trên ℝ và đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) như hình vẽ. Có bao nhiêu số 
nguyên ݉ để hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉) có đúng 3 điểm cực trị? 

 
 A. 2. B. Vô số. C. 4 D. 3. 

Lời giải 
Chọn D 
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ᇱݕ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ + ݉). 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ + ݉) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ + ݉ = 0
ଶݔ + ݉ = 1
ଶݔ + ݉ = 3

⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ = −݉
ଶݔ + ݉ = 1
ଶݔ = −݉ + 3

. 

Đồ thị hàm số ݂ᇱ(ݔ) tiếp xúc với trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 1. Do đó hoặc phương trình ݔଶ +
݉ = 1 vô nghiệm hoặc nghiệm của phương trình ݔଶ + ݉ = 1 là nghiệm bội chẵn của phương trình ݕᇱ =
0. 
Nếu ቄ−݉ ≠ 0

−݉ + 3 ≠ 0 ⇔ ቄ݉ ≠ 0
݉ ≠ 3 thì ݔ = 0 là nghiệm đơn của phương trình ݕᇱ = 0. 

Nếu ቂ−݉ = 0
−݉ + 3 = 0 ⇔ ቂ݉ = 0

݉ = 3 thì nghiệm ݔ = 0 là nghiệm bội ba của phương trình ݕᇱ = 0. 
Suy ra ݔ = 0 là một điểm cực trị của hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉),

 
∀݉.

 Xét các phương trình: ݔଶ = −݉ (1) và ݔଶ = −݉ + 3 (2). 
Nhận xét: Phương trình (1) và (2) không có nghiệm chung; −݉ < −݉ + 3,∀݉ 
Minh họa đồ thị 

 
Xét −݉ > 0 thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt ݔଵ; ݔଶ và phương trình (2) có 2 nghiệm phân biệt 
ݕ ସ và 0 nên hàm sốݔ ;ଷݔ ;ଶݔ ;ଵݔ ᇱ đổi dấu 5 lần qua các nghiệmݕ ସ. Khi đóݔ ;ଷݔ = ଶݔ)݂ + ݉)

 
có 5 điểm 

cực trị. 
Xét −݉ + 3 ≤ 0 thì phương trình (1) vô nghiệm; phương trình (2) hoặc vô nghiệm hoặc có nghiệm kép 
ݔ = 0. Khi đó hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉)

 
có 1 điểm cực trị. 

Xét
 
ቄ−݉ ≤ 0
−݉ + 3 > 0 ⇔ ቄ݉ ≥ 0

݉ < 3 ⇔ 0 ≤ ݉ < 3. Khi đó phương trình (1) vô nghiệm hoặc có nghiệm kép ݔ =
0; phương trình (2) có 2 nghiệm phân biệt khác 0. Suy ra hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉)

 
có 3 điểm cực trị. 

Do đó, để hàm số ݕ = ଶݔ)݂ + ݉)
 
có 3 điểm cực trị thì 0 ≤ ݉ < 3. 

Mặt khác ݉ nguyên nên ݉ ∈ {0; 1; 2}. 
Vậy có 3 giá trị nguyên của ݉ để hàm số có đúng 3 điểm cực trị. 
Câu 129. Cho hàm số ݂(ݔ) có đạo hàm ݂′(ݔ) = ݔ) + 1)ଶ(ݔଶ −  Có bao nhiêu giá trị nguyên dương .(ݔ4
của tham số thực ݉ để hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ2)݂ − ݔ12 + ݉) có đúng 5 điểm cực trị? 
 A. 18. B. 17. C. 19. D. 16. 

Lời giải 
Chọn B 
Từ giả thiết ta có ݂′(ݔ) = 0 ⇔ ݔ) + 1)ଶ(ݔଶ − (ݔ4 = 0 

⇔ ൥
ݔ = 0 
ݔ = −1 
ݔ = 4

. 

Ta có ݃′(ݔ) = ݔ4) − ଶݔ2)′݂(12 − ݔ12 + ݉) nên: 
(ݔ)′݃ = 0 ⇔ ݔ4) − ଶݔ2)′݂(12 − ݔ12 + ݉) = 0 
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⇔ ൦

ݔ = 3
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = −1
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = 0 
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = 4 

⇔ ൦

ݔ = 3
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = −1
ℎ(ݔ) = ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = 0 (1)
(ݔ)݃ = ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ − 4 = 0 (2)

. 

Ta có ݃(ݔ) có đúng 5 điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình ݃′(ݔ) = 0 có đúng 5 nghiệm đơn hoặc bội 
lẻ. Điều này xảy ra khi PT và PT đều có 2 nghiệm phân biệt khác 3. Điều kiện này tương đương với: 

⎩
⎨

௚′߂⎧ > 0
௛′߂ > 0
݃(3) ≠ 0
ℎ(3) ≠ 0

⇔ ൞

36 − 2݉ > 0
36 − 2(݉ − 4) > 0
݉ − 18 ≠ 0
݉ − 22 ≠ 0

 ⇔ ൞

݉ < 18
݉ < 22
݉ ≠ 18
݉ ≠ 22

⇔ ݉ < 18. 

Vậy có 17 giá trị nguyên dương của tham số thực ݉ thỏa mãn đề bài. 
Câu 35: Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ(ݔ)݂ = ݔ)ଶݔ + 1)ସ(ݔ − 3)ଷ(ݔଶ +  Có bao nhiêu giá trị .(ݔ݉

nguyên của để hàm số ݕ = ݔ2)݂ + 1)có đúng 1 điểm cực trị? 
 A. 2. B. 3. C. 1. D. 4. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có 
݂ᇱ(ݔ) = ݔ)ଶݔ + 1)ସ(ݔ − 3)ଷ(ݔଶ + (ݔ݉ = ݂ᇱ(ݔ) = ݔ)ଷݔ + 1)ସ(ݔ − 3)ଷ(ݔ + ݉). 

′ݕ = ݔ2)2݂′ + 1) = ݔ2)2 + 1)ଷ(2ݔ + 2)ସ(2ݔ − 2)ଷ(2ݔ + 1 + ݉) 

ᇱݕ = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
ݔ2)⎡ + 1)ଷ = 0 (1)
ݔ2) + 2)ସ = 0 (2)
ݔ2) − 2)ଷ = 0 (3)
ݔ2 + 1 + ݉ = 0 (4)

. 

Phương trình (1)có 1 nghiệm bội lẻ ݔ = − ଵ
ଶ
. 

Phương trình (2)có 1 nghiệm bội chẵn ݔ = −1. 
Phương trình (3)có 1 nghiệm bội lẻ ݔ = 1. 
Số điểm cực trị của hàm số là số nghiệm bội lẻ của phương trình ݕᇱ = 0. Do đó, hàm số có 1 điểm cực trị 
khi và chỉ khi phương trình (4)có nghiệm ݔ = 1hoặc ݔ = − ଵ

ଶ
⇔ ቂ݉ = 0

݉ = −3. 
Câu 37: Cho hàm số ݕ = (ݔ)liên tục trên ℝvà có ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݔ) − 2)ଶ(ݔଶ + ݔ3 − 4). Gọi S là tập các số 

nguyên ݉ ∈ [−10; 10]để hàm số ݕ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + ݉) có đúng 3 điểm cực trị. Số phần tử của 
S bằng 

 A. 10. B. 5. C. 14. D. 4. 
Lời giải: 

Chọn B 

Ta có: ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤(ݔ − 2)ଶ = 0
ଶݔ + ݔ3 − 4 = 0

 

Đặt ݕ = (ݔ)݃ = ଶݔ)݂ − ݔ4 + ݉) 
݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − 4)݂ᇱ(ݔଶ − ݔ4 + ݉) 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൤2ݔ − 4 = 0
݂ᇱ(ݔଶ − ݔ4 + ݉) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎡
ݔ = 2
ଶݔ) − ݔ4 + ݉ − 2)ଶ = 0
ℎଵ(ݔ) = ଶݔ − ݔ4 + ݉ − 1 = 0(1)
ℎଶ(ݔ) = ଶݔ − ݔ4 + ݉ + 4 = 0(2)

 

Hàm số có 3 cực trị khi một trong 2 phương trình và có 2 nghiêm phân biệt khác 2 và phương trình có lại 
có 1 nghiệm hoặc vô nghiệm. 
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1

1

2

2

1

2

(2) 0
0
0

(2) 0
0
0

h

h


  
   


   

ቈ
0 ≤ ݉ < 5
ቄ݉ ≥ 3
݉ < 0

⇔ 0 ≤ ݉ < 5 

mà ݉ ∈ [−10; 10] do đó ݉ ∈ {0; 1; 2; 3; 4} có 5 phần tử. 
 
Câu 49: Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݔ) − 1)ଶ(ݔଶ − ݔ∀ với (ݔ2 ∈ ℝ. Có bao nhiêu giá trị 

nguyên dương của tham số ݉ để hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ − ݔ8 + ݉) có 5 điểm cực trị? 
 A. 17. B. 18. C. 16. D. 15. 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − 8).݂ᇱ(ݔଶ − ݔ8 + ݉). 
Vì ݂ᇱ(ݔ) = ݔ) − 1)ଶ(ݔଶ −  nên (ݔ2
݃ᇱ(ݔ) = ݔ2) − ଶݔ)(8 − ݔ8 + ݉ − 1)ଶ(ݔଶ − ݔ8 + ଶݔ)(݉ − ݔ8 + ݉ − 2). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 4
ଶݔ − ݔ8 + ݉ − 1 = 0(1)
ଶݔ − ݔ8 + ݉ = 0(2)
ଶݔ − ݔ8 + ݉ − 2 = 0(3)

. 

Các phương trình (1), (2), (3) không có nghiệm chung từng đôi một và (ݔଶ − ݔ8 + ݉ − 1)ଶ ≥ 0 với 
ݔ∀ ∈ ℝ. 
Suy ra ݃(ݔ) có 5 điểm cực trị khi và chỉ khi mỗi phương trình (2) và (3) có hai nghiệm phân biệt khác 4 

⇔ ൞

ଶᇱ߂ = 16 −݉ > 0
ଷᇱ߂ = 16 −݉ + 2 > 0
16− 32 + ݉ ≠ 0
16− 32 + ݉ − 2 ≠ 0

⇔ ൞

݉ < 16
݉ < 18
݉ ≠ 16
݉ ≠ 18

⇔ ݉ < 16. 

Vì ݉ nguyên dương và ݉ < 16 nên có 15 giá trị ݉ thỏa mãn. 
Câu 50: Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ݔ) − 1)ଶ(ݔଶ − ݔ∀ với ,(ݔ2 ∈ ℝ. Số giá trị nguyên 

của tham số ݉ để hàm số ݃(ݔ) = ଷݔ)݂ − ଶݔ3 + ݉) có 8 điểm cực trị là 
 A. 2. B. 3. C. 1. D. 4. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ3) − ଷݔ)ᇱ݂.(ݔ6 − ଶݔ3 + ݉). 

݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ൦
ଶݔ3 − ݔ6 = 0
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 1
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 0
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 2

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = 2
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 1
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 0
ଷݔ − ଶݔ3 + ݉ = 2

. 

Vì khi đi qua các nghiệm của phương trình ݔଷ − ଶݔ3 + ݉ = 1 (nếu có) dấu của ݂ᇱ(ݔଷ − ଶݔ3 + ݉) không 
đổi nên dấu của ݃ᇱ(ݔ) chỉ phụ thuộc các nghiệm của hai phương trình còn lại. 
Vậy hàm số ݕ = ଷݔ có 8 điểm cực trị khi và chỉ khi mỗi phương trình (ݔ)݃ − ଶݔ3 + ݉ = 0 và ݔଷ − ଶݔ3 +
݉ = 2 phải có ba nghiệm phân biệt (khác 0 và khác 2). 

Xét hàm số ℎ(ݔ) = ଷݔ− + (ݔ)ଶ, ta có ℎᇱݔ3 = ଶݔ3− + (ݔ)ℎᇱ ;ݔ6 = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = 2. 
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Bảng biến thiên của hàm số ݕ = ℎ(ݔ) 

 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy điều kiện để mỗi phương trình −ݔଷ + ଶݔ3 = ݉ và −ݔଷ + ଶݔ3 = ݉ − 2 
phải có ba nghiệm phân biệt (khác 0 và khác 2) là 
0 < ݉ − 2 < ݉ < 4 ⇔ 2 < ݉ < 4. 
Vậy chỉ có một giá trị nguyên của ݉ thỏa mãn là ݉ = 3. 
Câu 51: Cho hàm số ݂(ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ(ݔ) = ݔ) + 1)ଶ(ݔଶ −  Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của.(ݔ4

tham số ݉để hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ2)݂ − ݔ12 + ݉)có đúng 5 điểm cực trị ? 
 A. 18. B. 17. C. 16. D. 19. 

Lời giải. 
Chọn B 
Ta có: 

݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ) + 1)ଶ(ݔଶ − (ݔ4 = 0 ⇔ ൥
ݔ = −1
ݔ = 0
ݔ = 4

, trong đó ݔ = −1là nghiệm kép. 

(ݔ)݃ = ଶݔ2)݂ − ݔ12 + ݉) ⇒ ݃ᇱ(ݔ) = ݔ4) − 12)݂ᇱ(2ݔଶ − ݔ12 + ݉) 
Xét ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ4) − 12)݂ᇱ(2ݔଶ − ݔ12 + ݉) = 0(*) 

⇔ ൦

ݔ = 3
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = −1
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = 0
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = 4

⇔ ൦

ݔ = 3
ଶݔ2 − ݔ12 + ݉ = −1(݈)
ଶݔ2 − ݔ12 = −݉(1)
ଶݔ2 − ݔ12 = 4 −݉(2)

 

(Điểm cực trị của hàm số ݃(ݔ)là nghiệm bội lẻ của phương trình (*) nên ta loại phương trình 2ݔଶ −
ݔ12 + ݉ = −1) 
Xét hàm số ݕ = ଶݔ2 −  .có đồ thị (C)ݔ12

′ݕ = ݔ4 − 12 
Ta có bảng biến thiên 

 
Để ݃(ݔ)có đúng 5 điểm cực trị thì mỗi phương trình (1); (2)đều có hai nghiệm phân biệt khác 3. 
Do đó, mỗi đường thẳng ݕ = 4 −݉và ݕ = −݉phải cắt đồ thị (C) tại 2 điểm phân biệt có hoành độ khác 
3. Nhận xét: đường thẳng ݕ = 4 −݉luôn nằm trên đường thẳng ݕ = −݉. 
Ta có: −18 < −݉ ⇔ ݉ < 18. Vậy có 17giá trị ݉nguyên dương. 
Câu 52: Cho hàm số  xác định trên R và hàm số  có đồ thị như hình bên dưới và 

 với mọi . Đặt . Có bao nhiêu giá trị 

dương của tham số  để hàm số  có đúng hai điểm cực trị? 

 y f x  'y f x

 ' 0f x     ; 3, 4 9;x         5g x f x mx  

m  g x
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 A. 4. B. 7. C. 8. D. 9. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có ; . Để hàm số  có đúng hai 

điểm cực trị khi và chỉ khi phương trình  có hai nghiệm bội lẻ phân biệt . 

Khi đó݉ ∈ {1,2,3,4,5,10,11,12}. Vậy có 8 giá trị của  thỏa mãn yêu cầu đề bài. 
Câu 43: Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm ݂ᇱ (ݔ)݂ = ଶݔ + ݔ12√ − ଵ

ସ
(3݉ + ݊ − ݔ∀ (24 ∈ ℝ. Biết rằng 

hàm số không có điểm cực trị nào và ݉, ݊ là hai số thực không âm thỏa mãn 3݊ − ݉ ≤ 6. Tìm 
giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = 2݉ + ݊. 

 A. 8. B. 9. C. 11. D. 10. 
Lời giải 

Chọn B 
Vì ݂ᇱ(ݔ) là tam thức bậc hai có hệ số ܽ = 1 > 0 nên ݂(ݔ) không có điểm cực trị nào ⇔ ݂ᇱ(ݔ) ≥ ݔ∀0 ∈
ℝ ⇔ ߂ ≤ 0 ⇔ 12 + (3݉ + ݊ − 24) ≤ 0 ⇔ 3݉ + ݊ ≤ 12. 

⇒ ݉, ݊ là hai số thực thỏa mãn hệ bất phương trình: 

0
0

3 12
3 6

m
n
m n
n m


 
  
  

 .(ܫ)

Biểu diễn miền nghiệm của (ܫ) trong mặt phẳng tọa độ ܱ݉݊, ta được hình tứ giác ܱܥܤܣ với 0)ܣ; 2), 
;3)ܤ ;4)ܥ ,(3 0) dưới đây: 

 
Đặt ܲ(݉; ݊) = 2݉ + ݊, ta biết rằng ܲ(݉; ݊) có GTLN và giá trị ấy đạt được tại 1 trong 4 đỉnh của tứ 
giác ܱܥܤܣ. Mà ܲ(0; 0) = 0, ܲ(0; 2) = 2, ܲ(3; 3) = 9, ܲ(4; 0) = 8. 
Vậy ݉ܽݔ ܲ (݉; ݊) = ܲ(3; 3) = 9. 

   g x f x m      0 0g x f x m      f x m   y g x

  0g x 
5

10 13
m

m


   
m
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Câu 53: Cho hàm số ݕ = (ݔ)có đạo hàm݂ᇱ(ݔ)݂ = ଶݔ) − ଶݔ)(ݔ − ݔ4 + ݔ∀ ,(3 ∈ ℝ. Tính tổng tất cả các 
giá trị nguyên của tham số m để hàm số ݃(ݔ) = ଶݔ)݂ + ݉) có 3 cực trị. 

 A. 0. B. 6. C. 3. D. 2. 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có ݂ᇱ(ݔ) = ݔ)ݔ − 1)ଶ(ݔ − 3) = 0 ⇔ ൥
ݔ = 0
ݔ = 1
ݔ = 3

. 

Lại có ݃ᇱ(ݔ) = ଶݔ)ᇱ݂.ݔ2 + ݉) = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ + ݉) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ + ݉ = 0
ଶݔ + ݉ = 1
ଶݔ + ݉ = 3

⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ = −݉ (1)
ଶݔ = 1−݉ (2)
ଶݔ = 3−݉ (3)

. 

Do (2)có nghiệm luôn là nghiệm bội chẵn; các phương trình (1),(3) có nghiệm không chung nhau và 
−݉ < 3 −݉ nên: 

Hàm số ݃(ݔ)có 3 cực trị ⇔ ݃ᇱ(ݔ) = 0có 3 nghiệm bội lẻ⇔ ቄ3 −݉ > 0
−݉ ≤ 0 ⇔ 0 ≤ ݉ < 3. 

Vì ݉ ∈ ℤ ⇒ ݉ ∈ {0; 1; 2}. Vậy tổng các giá trị nguyên bằng 3. 
Câu 55: Cho hàm số ݕ = ݕ Hàm số .(ݔ)݂ = ݂ᇱ(ݔ) có đồ thị như hình vẽ. Có bao nhiêu giá trị nguyên của 

tham số ݉ để hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −݉) có ba điểm cực trị? 

 
 A. 4. B. 2. C. 3. D. 1. 

Lời giải 
Chọn A 
Cách 1: 
Ta có ݕᇱ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉). 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ −݉ = 0
ଶݔ −݉ = 2
ଶݔ −݉ = 4

 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ = ݉
ଶݔ = ݉ + 2
ଶݔ = ݉ + 4

. 

Từ đồ thị ta thấy 
݂ᇱ(ݔଶ −݉) > 0 ⇔ 0 < ଶݔ −݉ < 4 ⇔ ݉ < ଶݔ < ݉ + 4. 

݂ᇱ(ݔଶ −݉) < 0 ⇔ ൤ݔ
ଶ −݉ < 0
ଶݔ −݉ > 4

 ⇔ ൤ݔ
ଶ < ݉
ଶݔ > ݉ + 4

. 

TH1: Với ݉ ≤ −4. 
ᇱݕ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔ ݔ = 0. 
Suy ra hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −݉) không thể có ba cực trị. 
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TH2: Với −4 < ݉ ≤ −2. 

ᇱݕ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
ݔ = ±√݉ + 4. 

Bảng xét dấu của ݕᇱ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉)
 

 
Từ bảng trên suy ra hàm số có 3 cực trị. 
TH3: Với −2 < ݉ ≤ 0. 

ᇱݕ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔ ቎
ݔ = 0
ݔ = ±√݉ + 2
ݔ = ±√݉ + 4

. 

Bảng xét dấu của ݕᇱ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉) 

 
Từ bảng trên suy ra hàm số có 3 cực trị. 
TH4: Với ݉ > 0. 

ᇱݕ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔

⎣
⎢
⎢
⎡
ݔ = 0
ݔ = ±√݉
ݔ = ±√݉ + 2
ݔ = ±√݉ + 4

. 

Bảng xét dấu của ݕᇱ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉). 

 
Từ bảng trên suy ra hàm số có 5 cực trị. 
Từ các trường hợp trên, hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −݉) có ba cực trị khi ݉ ∈ −4; 0. 
Vì ݉ ∈ ℤ nên ݉ ∈ {−3;−2;−1; 0}. 
Cách 2: 
Ta có ݕᇱ = .ݔ2 ݂ᇱ(ݔଶ −݉). 

ᇱݕ = 0 ⇔ ൤ݔ = 0
݂ᇱ(ݔଶ −݉) = 0 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ −݉ = 0
ଶݔ −݉ = 2
ଶݔ −݉ = 4

 ⇔ ൦

ݔ = 0
ଶݔ = ݉
ଶݔ = ݉ + 2
ଶݔ = ݉ + 4

. 

Dễ thấy 
ݔ = 0 là nghiệm bội lẻ của phương trình ݕᇱ = 0 ⇒ ݔ = 0 là 1 điểm cực trị của hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −݉). 
ଶݔ = ݉ + 2 là nghiệm bội chẵn của phương trình ݕᇱ = 0. 
Mặt khác ݉ < ݉ + 4∀݉ nên hai phương trình ݔଶ = ݉ và ݔଶ = ݉ + 4 không có nghiệm trùng nhau. 
Vậy để hàm số ݕ = ଶݔ)݂ −݉)

 
có 3 điểm cực trị thì có 2 nghiệm phân biệt khác 0 đồng thời vô nghiệm 

hoặc có 1 nghiệm kép bằng 0 ⇒ −4 < ݉ ≤ 0 ⇒ ݉ ∈ {−3;−2;−1; 0}. 
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Câu 54: Cho hàm số ݕ =  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. Gọi ܵ là tập chứa tất cả các giá trị nguyên (ݔ)݂
của tham số ݉ ∈ [−2021; 2012] để hàm số ݕ = −(ݔ)݂)݂ 2݉ + 1) có đúng 4 điểm cực trị. Số 
phần tử của tập ܵ là 

 
 A. 4029. B. 4038. C. 4030. D. 4028. 

Lời giải 
Chọn A 
Đặt ݃(ݔ) = −(ݔ)݂)݂ 2݉ + 1) ⇒ (ݔ)′݃ = −(ݔ)݂)′݂(ݔ)′݂ 2݉ + 1). 

(ݔ)′݃ = 0 ⇔ ൥
ݔ = −1
ݔ = 2
−(ݔ)݂)′݂ 2݉ + 1) = 0

 

Xét phương trình ݂′(݂(ݔ)− 2݉ + 1) = 0 ⇔ ൤݂
−(ݔ) 2݉ + 1 = −1
−(ݔ)݂ 2݉ + 1 = 2 ⇔ ൤݂

(ݔ) + 2 = 2݉
−(ݔ)݂ 1 = 2݉. 

Ta áp dụng kĩ năng hợp hàm, tức là xét tương giao của đường thẳng ݕ = 2݉ và hai đồ thị hàm số ݕ =
(ݔ)݂ + 2; ݕ  = −(ݔ)݂ 1 

 
Để hàm số ݃(ݔ) = −(ݔ)݂)݂ 2݉ + 1) có 4 điểm cực trị thì đường thẳng ݕ = 2݉ phải cắt đồ thị 2 hàm số 
trên tại hai điểm phân biệt (không kể tiếp xúc) 

Dựa vào đồ thị ta thấy điều kiện là ቂ2݉ ≥ 7
2݉ ≤ −4

௠∈[ିଶ଴ଶଵ;ଶ଴ଵଶ]
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ቂ4 ≤ ݉ ≤ 2012

−2021 ≤ ݉ ≤ −2 ⇒ c ó 4029 giá trị m 
nguyên thỏa mãn yêu cầu. 
 


